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3维非定常Navier-Stokes方程组
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摘 要：针对数值求解3维非定常Navier-Stokes方程组时面临的不可压缩条件、非线性和长时间积分性等困难, 讨论了

能够克服这些困难的高效全离散有限元方法的研究现状和最新研究成果.此外,也阐述了求解3维非定常Navier-Stokes方

程组的有限元空间离散解的稳定性、误差估计和高效全离散有限元解的最优误差估计.
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Abstract： Main difficulties of numerically solving the 3D time-dependent Navier-Stokes equations are incom-

pressibility condition, nonlinearity and longtime integration. First, we discuss the research progress and recent

achievements in the highly efficient fully discrete finite element method for solving the 3D time-dependent Navier-

Stokes equations. Secondly, we expound the stability and error estimates of the finite element spatial discrete

solution and the optimal error estimates of the highly efficient fully discrete finite element method for solving the

3D time-dependent Navier-Stokes equations.
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0 引 言

3维非定常不可压缩Navier-Stokes方程组（简称N-S方程组）[1−14]:
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



∂tu−ν∆u+(u ·∇)u+
1
2
(div u)u+∇p = f, (x,t)∈Ω×(0,T ]

divu =0, (x,t)∈Ω×(0,T ]

u(x,0)= u0(x), x∈Ω; u(x,t)= 0, (x,t)∈ ∂Ω× [0,T ]

(1)

其中: u = (u1(x,t),u2(x,t),u3(x,t))表示速度向量, p = p(x,t)表示压力, f = f(x,t)表示给定外力, u0(x)表示初始

速度, ν > 0 表示粘性系数及T > 0表示大时间区间长度, Ω⊂R3表示有界区域. 3维非定常不可压缩N-S方程组的

初边值问题是描述不可压缩流体运动最一般的规律, 是典型的非线性问题, 在工程应用和非线性科学研究方面

具有广泛的应用背景和重要的科学意义. 然而, 由于人们对N-S方程组的非线性现象本质和解的特性认识有限,

使得数值求解N-S方程组成为一种十分重要的研究手段. 但数值求解N-S方程组面临三大困难: 即如何处理不可

压缩约束条件divu =0, 强非线性(u ·∇)u和长时间区间[0,T ]积分的问题[1−3].

对于依赖于空间时间变量(x,t)的非定常N-S方程组的数值求解,人们首先是设计空间变量离散化,考虑半离

散解(uh(x,t),ph(x,t))所满足的近似N-S方程组, 然后再考虑时间变量离散化, 即全离散解(un
h(x),pn

h(x))所满足的

有限维近似N-S方程组; 或者相反先设计时间变量离散化, 考虑半离散解(un(x),pn(x))所满足的近似N-S方程组,

然后再考虑空间变量离散化, 即考虑全离散解(un
h(x),pn

h(x))所满足的有限维近似N-S方程组. 由于篇幅有限, 本

文仅考虑前一种情形,且仅考虑有限元的空间离散情形,不考虑有限差分方法、有限体积元方法、谱方法等其它

方法的空间离散化情形. 在设计空间变量离散化时, 人们首先考虑的是如何克服不可压缩约束条件div u = 0的

困难. 通常采取的方法是: (1)设计满足inf-sup条件的协调或非协调的有限元空间对(Xh,Mh)[1−8,13]; (2)对一般的

有限元空间对(Xh,Mh)构造稳定化的弱变分形式[15−18]; (3)设计满足不可压缩约束条件div uh = 0的有限元空间

对(Xh,Mh)[19−22]. 考虑文章的篇幅限制, 本文仅考虑满足inf-sup条件的一阶协调有限元空间对(Xh,Mh)情形.

非定常N-S方程组在经过空间变量离散化后,得到关于时间变量的一个非线性常微分方程组. 因此为了得到

非定常N-S方程组的数值解, 还需要对时间变量实施有限差分离散化. 为了克服长时间区间[0,T ]积分的困难, 需

要设计一个大时间步长的有限差分数值方法. 高阶时间精度的离散差分格式可以使得时间离散步长取大一些.

考虑到非定常N-S方程组解的正则性限制,人们通常选取时间二阶精度的差分离散化格式. 时间二阶精度的离散

格式有全隐格式(例如Crank-Noclson差分格式[7]), 半隐格式(例如Crank-Noclson外推差分格式[23−25]) 和隐式/显

式差分格式(例如Crank-Noclson/Adams-Bashforth差分格式[26−27])等. 众所周知, 尽管二阶精度的全隐格式是无

条件稳定的, 但是对于每个时间层n, 需要求解关于(un
h(x),pn

h(x))的非线性方程组, 人们承受不了这个巨大的计

算量耗费. 其次时间二阶精度的半隐离散格式也具有线性化和无条件稳定的优点, 克服了非线性的困难, 但是

对于每个时间层n, 求解关于(un
h(x),pn− 1

2
h (x))的线性方程组时, 需要求解变系数矩阵的大型代数方程组, 即其系

数矩阵仍然依赖前两步的速度向量un−1
h (x)和un−2

h (x), 人们仍然难以承受这个大的计算量耗费. 最后, 用时间二

阶精度的隐式/显式差分格式求解(un
h(x),pn− 1

2
h (x))时, 对每个时间层n, 仅仅需要求解常系数矩阵的大型代数方

程组. 这样既克服了长时间积分和非线性的困难, 又花费较少的计算量耗费. 因此, 把空间离散的满足inf-sup条

件的一阶协调有限元空间对(Xh,Mh)方法和时间离散的二阶精度的隐式/显式差分格式结合起来, 就得到求解

非定常N-S方程组的高效有限元方法. 对于时间二阶精度的隐式/显式差分格式, 除了Crank-Nicolson/Adams-

Bashforth(CN/AB)差分格式,还有二阶后差隐式/显式差分格式或称Gear外推差分格式[28−29]等可以被应用于求

解非定常N-S方程组.

众所周知, 尽管时间二阶精度的CN/AB全离散有限元方法吸引了众多学者的极大兴趣, 然而在以往数值分

析方面, 许多学者认为即使在初值足够光滑的条件下, 该数值方法的CFL稳定性和收敛性条件都要求时间离散

步长τ严格地依赖于空间离散尺度h. 在文献[3]中, Marion及Temam提出了下列的稳定性和收敛性条件:

τh−d≤C0, d =2,3.

其中d =2,3表示空间区域Ω的维数. 最近, Tone[27]给出了下列的收敛性条件:

τh−2−d/2≤C0, d =2,3.
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另外, 在修正的CN/AB情形下（非线性项和压力项都是显式的）, Johnston及Liu[30]提出了下列的稳定性条件:

‖u‖L∞(Ω)τh−1≤ 1, d =2,3.

最近, He及Sun[26]证明了求解二维非定常N-S方程组时稳定性和收敛性条件是τ ≤ C, 即是几乎无条件稳定和收

敛的. 此外, He及Sun[26]也证明了下列的收敛性结论: 对每一时间步tn ∈ (0,T ], 全离散解(un
h(x),pn− 1

2
h (x))满足下

列的收敛率 



σ(tn)‖u(tn)−un
h‖0,Ω≤κ(h2 +τ 2)

σ
1
2 (tn)‖∇(u(tn)−un

h)‖0,Ω≤κ(h+τ)

σ(tn)‖p(tn− 1
2
)−p

n− 1
2

h ‖0,Ω≤κ(h+τ)

(2)

其中: σ(t) = min{1, t}, κ是一个依赖于参数(ν,Ω,T,u0,f)的一般性常数. 这里数值速度un
h(x)在L2范数意义下关

于时空变量(x,t)达到了最优收敛阶, 数值速度和压力(un
h(x),pn− 1

2
h (x))在H1−L2范数意义下关于时间步长τ没有

达到二阶最优收敛.

在最新的研究中, He, Zhang及Zou证明了求解三维非定常N-S方程组时稳定性和收敛性条件是τ ≤ C, 并且

也证明了下列的收敛性结论: 对每一时间步tn ∈ (0,T ], 全离散解(un
h(x),pn− 1

2
h (x))满足下列的收敛率





σ(tn)‖u(tn)−un
h‖0,Ω≤κ(h2 +τ 2)

σ
3
2 (tn)‖∇(u(tn)−un

h)‖0,Ω≤κ(h+τ 2)

σ2(tn)‖p(tn− 1
2
)−p

n− 1
2

h ‖0,Ω≤κ(h+τ 2)

(3)

这里数值速度un
h(x)在L2范数意义下关于空间网格尺度h和时间步长τ达到了最优收敛阶,数值速度和压力(un

h(x),

p
n− 1

2
h (x))在H1−L2范数意义下关于时间变量τ也达到了二阶最优收敛. 这个结论的重要性是求解非定常N-S方程

组时, 时间步长τ不随着网格尺度h的变小而变小且τ可以选取大时间步长, 即τ = O(
√

h), 这样就使得长时间区

间积分的过程变得快一些.

本文第一节主要介绍3维非定常N-S方程组有关数学描述和已有的存在性、唯一性和正则性结论. 第二节

主要介绍3维非定常N-S方程组有限元空间离散的有关数学描述和已有的收敛性和稳定性结论. 第三节主要介

绍3维非定常N-S方程组的时间二阶精度的CN/AB全离散有限元方法的有关数学描述和最新收敛性结论. 第四

节给出本文主要结论.

1 3维非定常N-S方程组的有关数学描述及预备知识

令Ω ⊂ R3是具有Lipschitz连续边界的有界单连通区域, Banach空间Lp(Ω)是区域Ω上的p次Lebesgue可积函

数全体, 且赋予范数‖u‖Lp(Ω) =(
∫
Ω
|u(x)|pdx)

1
p ,1≤ p<∞, 或‖u‖L∞(Ω) =ess sup{|u(x)|;x∈Ω},p =∞.

为了书写简便, 我们常常利用记号u(t)表示函数u(x,t). 对于p =2, L2(Ω)是Hilbert空间且赋予内积和范数:

(u,v)L2 =(u,v)Ω =
∫

Ω

u(x) ·v(x)dx, ‖u‖2
L2 = ‖u‖2

0,Ω =(u,u)Ω, u, v ∈L2(Ω).

进一步, 我们也引进下列Hilbert空间H1(Ω),H2(Ω):

H1(Ω)= {v ∈L2(Ω); ∇v ∈ (L2(Ω))3}, H1
0 (Ω)= {v ∈H1(Ω); v|∂Ω =0},

H2(Ω)= {v ∈H1(Ω); ∇∇v ∈ (L2(Ω))3×3},
以及下列内积和范数.

(u,v)H1 =(u,v)Ω +(∇u,∇v)Ω, ‖u‖2
1,Ω = ‖u‖2

0,Ω +‖∇u‖2
0,Ω, u, v ∈H1(Ω),

(u,v)H1 =(∇u,∇v)Ω, |u|21,Ω = ‖∇u‖2
0,Ω, u, v ∈H1

0 (Ω),

(u,v)H2 =(u,v)H1 +(∇∇u,∇∇v)Ω, ‖u‖2
2,Ω = ‖u‖2

1,Ω +‖∇∇u‖2
0,Ω, u, v ∈H2(Ω),
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(u,v)H2 =(∇∇u,∇∇v)Ω, |u|22,Ω = ‖∇∇u‖2
0,Ω, u, v ∈H2(Ω)∩H1

0 (Ω).

由Green公式, 可以导出(1)的变分形式: 求u ∈ L∞(0,T ;L2(Ω)3)∩L2(0,T ;X) 及p ∈ L2(0,T ;M), 使得对任

意(v,q)∈X×M 满足

(∂tu,v)Ω +ν(∇u,∇v)Ω−(p,∇·v)Ω +(∇·u,q)Ω +(B(u,u),v)Ω =(f,v)Ω (4)

其中: X =(H1
0 (Ω))3, M =L2

0(Ω)= {q ∈L2(Ω);
∫
Ω

q(x)dx=0}, 以及

B(w,u)= (w ·∇)u+
1
2
∇·w u.

如果(u,p)满足(4), 被称为非定常N-S方程组的弱解. 此外, 如果弱解(u,p)还满足正则性u∈L∞(0,T ;X)∩L2(0,T ;

(H2(Ω))3∩X)及p∈L2(0,T ;H1(Ω)∩M),则(u,p)被称为非定常N-S方程组的强解. 目前,对于一般的数据(ν,Ω,u0,

f,T ), 非定常N-S方程组的弱解的唯一性和强解的存在性还是一个未解的重大难题[1−3,8−12,14].

本文中我们关于问题(1)中已知信息u0及f(t)作下列假设.

假设(A0): 初始速度u0 ∈H2(Ω)3∩X且满足∇·u0 =0, 以及外力项f满足

{‖f(t)‖2
0,Ω +‖ft(t)‖2

0,Ω +‖ftt(t)‖2
0,Ω}+‖u0‖2

2,Ω≤κ, 0≤ t≤T,

这里κ及以下κ0被用来表示依赖于数据(ν,Ω,T,u0,f)的正常数.

进一步, 如果3维区域Ω是一凸多面体或边界∂Ω是C1,1的, 则下列的正则性假设成立.

假设(A1):如果f ∈ (L2(Ω))3, 则Stokes方程组：

−∆u+∇p = f, div u =0, u|∂Ω =0 (5)

允许有唯一解(u,p)满足下列正则性：

‖u‖2,Ω +‖p‖1,Ω≤ c0‖f‖0,Ω (6)

其中c0 = c0(Ω)是依赖于Ω的常数.

为了以后研究非定常N-S方程组解的正则性及其数值解的收敛性, 我们需要引进下列Gadliardo-Nirenberg

不等式[1−7]:

‖∇v‖L3(Ω) +‖v‖L∞(Ω)≤ c1‖∇v‖ 1
2
0,Ω‖v‖

1
2
2,Ω, v ∈ (H2(Ω))3∩X

‖v‖0,Ω≤ γ0‖∇v‖0,Ω,‖v‖L6(Ω)≤ c1‖∇v‖0,Ω, v ∈X

‖∇v‖L6(Ω)≤ c1‖v‖2,Ω, v ∈ (H2(Ω))3∩X (7)

其中c1和γ0为依赖于Ω的常数. 利用不等式(6)∼(7), 我们可以导出非线性算子B(w,u)的下列关系式:

(B(w,v),v)Ω =0, w, v ∈X (8)

‖B(w,u)‖−1,Ω≤N0‖w‖
1
2
0,Ω‖∇w‖ 1

2
0,Ω‖∇u‖0,Ω, w, u∈X

‖B(w,u)‖−1,Ω≤N0‖u‖
1
2
0,Ω‖∇u‖ 1

2
0,Ω‖∇w‖0,Ω, w, u∈X (9)

‖B(w,u)‖0,Ω≤N0‖∇w‖0,Ω‖∇u‖ 1
2
0,Ω‖u‖

1
2
2,Ω, w∈X, u∈ (H2(Ω))3∩X

‖B(w,u)‖0,Ω≤N0‖∇u‖0,Ω‖∇w‖ 1
2
0,Ω‖w‖

1
2
2,Ω, u∈X, w∈ (H2(Ω))3∩X (10)

其中N0 =N0(Ω)是依赖于Ω的常数及

‖B(w,u)‖−1,Ω = sup
v∈X

(B(w,u),v)Ω
‖∇v‖0,Ω

.
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应用(8)并在(4)中取检验函数(v,q)= (u,p), 我们得到下列的关系式:

1
2

d
dt
‖u(t)‖2

0,Ω +ν‖∇u‖2
0,Ω =(f,u)Ω, t∈ [0,T ],

由此得到

‖u(t)‖0,Ω≤‖u0‖0,Ω +
∫ T

0

‖f(t)‖0,Ωdt, t∈ [0,T ]

ν

∫ t

0

‖∇u(s)‖2
0,Ωds≤ 0.5‖u0‖2

0,Ω +(‖u0‖0,Ω +
∫ T

0

‖f(t)‖0,Ωdt)
∫ T

0

‖f(t)‖0,Ωdt, t∈ [0,T ] (11)

为了进一步得到解的正则性结论, 我们需要对弱解(u,p)做出进一步的假设.

假设(A2): 假定问题(4)的弱解(u,p)满足

‖∇u(t)‖2
0,Ω≤κ 或

∫ T

0

‖∇u(t)‖4
0,Ωdt≤κ.

利用假设(A0)∼(A2)及估计式(8)∼(10), 可以导出(u,p)如下的正则性结果[4].

定理1 如果假设(A0)∼(A2) 成立, 则问题(4)的弱解(u,p)满足:

‖∂tu(t)‖0,Ω +‖u(t)‖2,Ω +‖p(t)‖1,Ω≤κ

σ
1
2 (t)‖∇∂tu(t)‖0,Ω +σ(t)(‖∂ttu(t)‖0,Ω +‖∂tu(t)‖2

2,Ω +‖∂tp(t)‖1,Ω)≤κ (12)
∫ T

0

(‖∂tu(t)‖2
0,Ω +‖u(t)‖2

2,Ω +‖p(t)‖2
1,Ω)dt≤κ

∫ T

0

(‖∇∂tu(t)‖2
0,Ω +σ(t)(‖∂ttu(t)‖2

0,Ω +‖∂tu(t)‖2
2,Ω +‖∂tp(t)‖2

1,Ω))dt≤κ (13)

2 3维非定常N-S方程组的有限元离散化
为了方便, 本文仅考虑3维有界的凸多面体区域Ω, 对Ω进行拟一致正则的四面体网格剖分[31]τh = {K ⊂

Ω;
⋃

K̄ =Ω̄},四面体单元K的直径表示为hK ,并定义网格尺度为h =maxK∈τh
hK . 引进有限元空间Xh⊂X及Mh⊂

M满足下列的一阶逼近和inf-sup条件假设[4].

假设(A3): 假定有限元空间对Xh×Mh满足

(1) 对每一v ∈H2(Ω)3∩X及q ∈H1(Ω)∩M , 存在逼近函数πhv ∈Xh及ρhq ∈Mh使得

‖∇(v−πhv)‖0,Ω≤ c2h‖v‖2,Ω, ‖q−ρhq‖0,Ω≤ c2h‖q‖1,Ω,

逆不等式

‖∇vh‖0,Ω≤ ch−1‖vh‖0,Ω, vh ∈Xh,

成立及inf-sup条件: 对每一qh ∈Mh, 存在vh ∈Xh,vh 6=0 使得

d(vh, qh)≥β‖qh‖0‖∇vh‖0

成立, 其中c2及β是依赖于Ω的正常数.

V =X∩H, H = {v ∈ (L2(Ω))3;div v =0, v ·n|∂Ω =0}.
根据文献[2,32-33], 存在一系列有限元空间对Xh×Mh满足假设(A3), 比如P2−P0元:

Xh = {vh ∈ (C0(Ω̄))3∩X;vh|K ∈ (P2(K))3 ∀K ∈ τh},
Mh = {qh ∈L2

0(Ω);qh|K ∈P0(K) ∀K ∈ τh},



262 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2022年

Mini-元(P1b−P1):

Xh = {vh ∈ (C0(Ω̄))3∩X;vh|K ∈ (P1(K)⊕span
1
81

λ1λ2λ3λ4)3 ∀K ∈ τh},

Mh = {qh ∈L2
0(Ω);qh|K ∈P1(K) ∀K ∈ τh},

其中λ1, λ2, λ3, λ4分别是和K的四个顶点A1, A2, A3, A4相对应的体积坐标, 以及(P̃1−P1)元：

Xh = {vh ∈ (C0(Ω̄))3∩X;vh|K̃ ∈ (P1(K̃))3 ∀K̃ ∈ τh/2},
Mh = {qh ∈L2

0(Ω);qh|K ∈P1(K) ∀K ∈ τh},

其中

τh/2 = {K̃ ⊂K;
⋃ ¯̃K = K̄ ∀K ∈ τh},

K̃是通过把四面体单元K的六条棱的中点相连接产生的细网格单元.

由于有限元空间对Xh×Mh满足假设(A3), 可以定义有限元空间

Vh = {vh ∈Xh; (∇·vh, qh)Ω =0 ∀qh ∈Mh},

及离散Stokes算子Ah =−Ph∆h, 其中Ph是由(L2(Ω))3到Vh的L2-投影算子, 满足

(Phu,vh)Ω =(u,vh)Ω ∀vh ∈Vh, ∀u∈ (L2(Ω))3,

以及离散拉普拉斯算子−∆h 被定义为

(−∆huh,vh)Ω =(∇uh,∇vh)Ω ∀uh, vh ∈Xh.

由此可以定义离散的Sobolev范数

‖vh‖r = ‖A r
2
h vh‖0,Ω, r =−2, −1, 0, 1, 2, 3,

‖vh‖0 = ‖vh‖0,Ω, ‖vh‖1 = ‖∇vh‖0,Ω, ‖vh‖2 = ‖Ahvh‖0,Ω.

根据离散Stokes算子Ah的定义, 结合(7), 可得下列离散Gadliardo-Nirenberg不等式[4]:

‖∇vh‖L3(Ω) +‖vh‖L∞(Ω)≤ c1‖∇vh‖
1
2
0,Ω‖Ahvh‖

1
2
0,Ω, vh ∈Vh

‖∇vh‖L6(Ω)≤ c1‖Ahvh‖0,Ω, vh ∈Vh (14)

于是可以由(14)推出非线性项B(wh,uh)满足下列的有界性:

‖PhB(wh,uh)‖−1≤N0‖wh‖
1
2
0,Ω‖∇wh‖

1
2
0,Ω‖∇uh‖0,Ω, wh, uh ∈Xh

‖PhB(wh,uh)‖−1≤N0‖uh‖
1
2
0,Ω‖∇uh‖

1
2
0,Ω‖∇wh‖0,Ω, wh, uh ∈Xh (15)

‖B(wh,uh)‖0,Ω≤N0‖∇wh‖0,Ω‖∇uh‖
1
2
0,Ω‖Ahuh‖

1
2
0,Ω, wh, uh ∈Xh

‖B(wh,uh)‖0,Ω≤N0‖∇uh‖0,Ω‖∇wh‖
1
2
0,Ω‖Ahwh‖

1
2
0,Ω, wh, uh ∈Xh (16)

现在我们定义非定常N-S方程组(4)的有限元变分形式：对每一t ∈ (0,T ] 求(uh(t),ph(t)) ∈Xh×Mh使得对每

个(vh, qh)∈Xh×Mh 满足

(∂tuh,vh)Ω +ν(∇uh,∇vh)Ω−(ph,∇·vh)Ω +(∇·uh, qh)Ω +(B(uh,uh),vh)Ω =(f,vh)Ω ∀(vh, qh)∈Xh×Mh (17)

其中uh(0)= Phu0. 在(17)中, 取(vh, qh)= (uh,ph)及利用(8), 我们可得到

1
2

d
dt
‖uh(t)‖2

0,Ω +ν‖∇uh‖2
0,Ω =(f,uh)Ω, t∈ [0,T ],
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由此得到

‖uh(t)‖0,Ω≤‖u0‖0,Ω +
∫ T

0

‖f(t)‖0,Ωdt, t∈ [0,T ]

ν

∫ t

0

‖∇uh(s)‖2
0,Ωds≤ 0.5‖u0‖2

0,Ω +(‖u0‖0,Ω +
∫ T

0

‖f(t)‖0,Ωdt)
∫ T

0

‖f(t)‖0,Ωdt, t∈ [0,T ] (18)

再利用假设(A0)∼(A3)和B(w,u)性质及定理1关于(u,p)的正则性结论, 我们可以导出(uh,ph)关于(u,p)的下列误

差估计结果.

定理2 如果假设(A0)∼(A3) 成立, 则问题(17)的有限元解(uh,ph)满足下列误差估计:

σ
1
2 (t)‖uh(t)−u(t)‖0,Ω +h‖∇(uh(t)−u(t))‖0,Ω +σ

1
2 (t)h‖ph(t)−p(t)‖0,Ω≤κh2 (19)

由于假设(A2)∼(A3), (18)∼(19), 我们可以证明有限元解(uh,ph)满足下列稳定性[7]:

‖∇uh(t)‖2
0,Ω≤κ 或

∫ T

0

‖∇uh(t)‖4
0,Ωdt≤κ (20)

最后根据(15)∼(20), 我们可以证明对于每一t∈ (0,T ], 有限元解(uh,ph)满足下列进一步的稳定性:

‖uh(t)‖2
2 +‖ph(t)‖2

0,Ω≤κ0, σr(t)‖∂tuh(t)‖2
r ≤κ0, r =0,1,2

σr+2(t)‖∂ttuh(t)‖2
r ≤κ0, r =−2, −1,0,1∫ t

0

σr(s)‖∂tuh(s)‖2
r+1ds≤κ0, r =0,1

∫ t

0

σr+1(s)‖∂ttuh(s)‖2
rds≤κ0, r =−1,0,1

∫ t

0

σr+2(s)‖∂tttuh(s)‖2
r−1ds≤κ0, r =−1,0,1

σ2(t)‖∂tph(t)‖2
0,Ω≤κ0 (21)

上述稳定性结果是进行全离散有限元解的基础保障.

3 3维非定常N-S方程组的NS/AB全离散有限元解及其最优误差估计
现在定义非定常N-S方程组有限元解变分形式(17)的NS/AB时间离散化（或NS/AB全离散有限元解变分形

式). 设τ = T/N 为时间步长, N是一个正整数, tn = nτ为第n层的时间点, 引进第n时间层的速度差商dtu
n
h =

1
τ
(un

h − un−1
h ) 表示对∂tuh(tn)的逼近. 因为CN/AB是时间的三层格式, 首先定义u0

h = uh(t0) = Phu0, (u1
h,p

1
2
h ) ∈

Xh×Mh由CN格式定义如下: 对每一(vh, qh)∈Xh×Mh,

(dtu
1
h,vh)Ω +ν(∇u1

h,∇vh)Ω−(∇·vh,p
1
2
h )Ω +(∇·u1

h, qh)Ω +(B(u0
h,u0

h),vh)Ω =(f1,vh)Ω (22)

现在对于n =2, · · · ,N及对每一(vh, qh)∈Xh×Mh, 定义(un
h,p

n− 1
2

h )∈Xh×Mh满足

(dtu
n
h,vh)Ω +ν(∇ūn

h,∇vh)Ω−(∇·vh,p
n− 1

2
h )Ω +(∇· ūn

h, qh)Ω

+(
3
2
(B(un−1

h ,un−1
h )− 1

2
B(un−2

h ,un−2
h ),vh)Ω =(fn,vh)Ω (23)

其中: ūn
h = 1

2
(un

h +un−1
h ), fn = τ−1

∫ tn

tn−1
f(t)dt. 上述方法显示二阶精度的CN/AB有限元方法在每个时间步都是

解线性方程组(Stokes方程组), 其系数矩阵是固定不变的, 在该数值格式中线性项用隐式格式离散以增加其格式

的稳定性能, 非线性项用显式格式离散以保证格式的简单性.

在分析(un
h,p

n− 1
2

h )关于(uh(tn),ph(tn− 1
2
))的误差估计时还需要下列的不等式：对任意uh,wh,vh ∈Xh,

|b(uh,vh,wh)|+ |b(wh,uh,vh)|+ |b(vh,uh,wh)|
≤ 0.5N0‖Ahuh‖0,Ω‖Ahvh‖

1
2
0,Ω‖∇vh‖

1
2
0,Ω‖wh‖−1 +0.5N0‖Ahvh‖0,Ω‖Ahuh‖

1
2
0,Ω‖∇uh‖

1
2
0,Ω‖wh‖−1 (24)
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成立. 利用不等式关系(8), (15)∼(16), (24),定理2,有限元解(uh,ph)的稳定性以及归纳法原理,可以得到(un
h,pn

h)满

足误差估计结果.

定理3 假设(A0)∼(A3) 成立, f, ∂tf ∈L∞(0,T ;L2(Ω)3)∩L2(0,T ;H1(Ω)3), ∂ttf ∈L∞(0,T ;H1(Ω)3)∩L2(0,T ;

H2(Ω)3), ∂tttf ∈L2(0,T ;L2(Ω)3)成立,以及时间步长τ ≤C0. 则对于每个tn ∈ (0,T ], (un
h,p

n− 1
2

h )关于(u(tn),p(tn− 1
2
))

满足下列的误差估计:

σ2(tn)‖u(tn)−un
h‖2

0,Ω≤κ(h4 +τ 4),

σ3(tn)‖∇(u(tn)−un
h)‖2

0,Ω≤κ(h2 +τ 4),

σ4(tn)‖p(tn− 1
2
)−p

n− 1
2

h ‖2
0,Ω≤κ(h2 +τ 4).

即(un
h,p

n− 1
2

h )关于(u(tn),p(tn− 1
2
))满足误差估计(3).

4 结 论

求解三维非定常N-S方程组的CN/AB全离散有限元方法在每个时间步都是解线性方程组(Stokes方程组),对

每一时间层n, 其系数矩阵是固定不变的. 在该数值格式中线性项用隐式格式离散以增加其格式的稳定性能, 非

线性项用显式格式离散以保证格式的简单性. 此外, 现有研究分析表明该方法是几乎无条件稳定和收敛的, 并

且关于时间步长τ是最优阶收敛的, 即该方法不要求时间离散步长τ不随着空间网格尺度h的缩小而影响时间步

长τ的选取, 从而允许选取大的时间步长τ , 因此该方法也克服了求解3维非定常N-S方程组的强非线性和长时间

区间积分的困难, 另外由于使用满足inf-sup条件的协调有限元空间对Xh×Mh克服了不可压缩约束条件的困难.

综上所述, CN/AB全离散有限元方法是求解三维非定常N-S方程组的高效有限元方法.
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