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摘 要：研究了曲面对流-扩散-反应方程的有限元逼近问题．通过引入不同形式的中间变量，分别将原方程转化为等

价的一阶混合形式．运用混合有限元的思想，直接使用低阶有限元对（P1-P1）近似的混合稳定化方法．该方法不仅满

足inf-sup条件，而且对于对流占优情况所产生的非物理震荡，可以将其有效地捕捉．最后，数值实验结果表明，测试的

收敛结果与已知理论一致．
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Abstract： In this paper, the finite element approximation of the convection-diffusion-reaction equation on sur-

faces is studied. By introducing middle variables of different forms, the original equation is transformed into the

equivalent, first-order mixed form. Using the idea of mixed finite element, this paper directly uses the mixed

stabilization method of low order finite element pair(P1-P1) approximation. The method not only satisfies the

well-posed condition, but also can effectively capture the non-physical oscillation caused by convective dominance.

Finally, the numerical results show that the convergence results are consistent with the known theory.
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0 引 言

对流-扩散-反应方程是基本的动力学方程, 它描述了三种不同的物理现象：对流、扩散和反应[1−2]. 对流扩

散现象包括河流污染、空气污染、污染物在核废料污染中的分布等. 随着数学和工程研究的发展, 人们需要使

用更加复杂的数学模型来描述自然界中的一些物理现象,这就使得研究者们将注意力集中在曲面问题的建立与

求解上. 因此, 曲面偏微分方程的重要性越来越突出.

我们知道求解曲面椭圆方程的有限元方法可以追溯到1988年[3], 作者用三角剖分来离散曲面, 此后相继出

现求解曲面方程的方法. 在流体力学中, 一些文献介绍和总结了两相不可压流的数值模拟方法. 在生物学领域,

一些生物学家用曲面对流和扩散现象来描述生物膜上的物质转移[4−5]、种群迁移以及细菌在生物膜上的聚集现

象[6−7]. 在大多数实际应用中, 都需要求解曲面对流-扩散-反应方程. 然而, 用解析的方法在曲面上求解此类方

程是一个巨大的挑战, 尤其是对流占优问题的相关求解. 尽管一些学者对对流占优问题的数值逼近做了大量的

工作, 但仍然存在一个问题, 即如何找到一种精确、稳定、快速的数值方法对其进行模拟.

对流占优问题, 使方程有了双曲方程的性质, 这让求解变得更加困难, 用一般的方法, 比如标准的有限元方

法、有限差分方法会导致所得到的解产生非物理震荡. 只有当网格剖分的足够细时, 解才会相对稳定. 但对于

高维问题, 网格剖分较细会导致大的计算量和存储空间. 因此, 我们希望设计一种算法, 即使网格尺寸稍大, 也

能克服上述问题. 在本文中, 我们采用混合的一阶形式来近似对流-扩散-反应方程，其中两个变量使用有限元

对(P1-P1), 根据平面微分方程中运用的稳定化思想[3,8−13], 文中使用混合稳定化方法消除对流占优情况所产生

的非物理震荡. 最后进行了数值实验, 来验证两种算法的有效性并得到了相应的结果.

1 预备知识

在这一部分, 我们将介绍一些曲面的预备知识, 比如曲面算子的一些符号和相应的Sobolev空间以供后面使

用. 此外, 还推导了曲面上对流-扩散-反应方程的混合弱形式.

1.1 曲面算子

假设Γ⊂R3 是一个开区域, Γ⊂Ω 是一个紧致曲面, 可以用一个函数的零水平集φ(x)∈C2(Γ)定义, 使得

Γ= {x=(x1,x2,x3)∈R3 | φ(x)= 0} (1)

对于充分光滑的函数f : Γ→R 在曲面上某一点x∈Γ 的切向梯度可以定义为

∇Γf(x)=∇f(x)−∇f(x) ·n(x)⊗n(x)= P (x)∇f(x), ∀x∈Γ (2)

这里, P (x)= I−n(x)⊗n(x), ∇ 表示平面上标准的梯度算子, 其中曲面法向n定义为

n(x)=
∇φ(x)
|∇φ(x)| (3)

函数φ 满足∇φ(x) 6=0.

同样的, 曲面上的散度算子F (x)= (F1(x),F2(x),F3(x))∈R3 可以被定义为

∇Γ ·F (x)=
3∑

i=1

D̃if(x) (4)

这里D̃i 表示切向梯度的第i 个分量.

自然的, Laplace-Beltrami 算子可以定义为

∆Γf(x)=∇Γ ·∇Γf(x) (5)

1.2 Sobolev 空间

假设Γ 是属于C2 的一个曲面, Lp(Γ) 是可测量函数f : Γ→R 的空间, 则我们将Sobolev 空间W r,p(Γ) 定义为

W r,p(Γ)= {f ∈W r−1,p(Γ)|Df ∈W r−1,p(Γ)},
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其中: 1 ≤ r ≤ s, W 0,p(Γ) = Lp(Γ). 对于p = 2, 我们使用符号Hr(Γ) = W r,2(Γ), 将它的对偶空间记为H−r(Γ), 这

里|α|=α1 +α2 +α3, Dα = ∂α1
∂x1

+ ∂α2
∂x2

+ ∂α3
∂x3

.

假设Hr(Γ) 是Hilbert 空间, 将其内积定义为

〈f,g〉Hr(Γ) =
∫

Γ

∑
|α|≤r

DαfDαg dx, 0≤ r≤ s, ∀f,g ∈Hr(Γ) (6)

相对应的范数为

‖f‖2
Hr(Γ) =

∑
|α|≤r

‖Dαf‖2
L2(Γ), 0≤ r≤ s (7)

我们将它的半范记为| · |Hr(Γ), 1≤ r≤ s. 为了简单起见, 分别使用‖·‖r,Γ 和| · |r,Γ 来表示‖·‖Hr(Γ) 和| · |Hr(Γ).

我们引入切向向量函数的空间

L2
n(Γ) := {u∈L2(Γ)3|n ·u =0 在Γ上几乎处处成立} (8)

H1
n(Γ) := {u∈H1(Γ)3|n ·u =0 在Γ上几乎处处成立} (9)

相对应的范数分别是‖·‖L2
n(Γ) 和‖·‖H1

n(Γ). 此外, 下面定义Sobolev 空间和范数

H(∇Γ·)= {u|u∈L2
n(Γ),∇Γ ·u∈L2(Γ)} (10)

‖u‖2
H(∇Γ·) = ‖u‖2

L2
n(Γ) +‖∇Γ ·u‖2

L2(Γ) (11)

这将用于推导对流-扩散-反应方程的混合形式.

1.3 曲面对流-扩散-反应方程

我们所研究的问题是以下的对流-扩散-反应方程: 在Γ上找到p, 使得

−ε∆Γp+α ·∇Γp+µp= f 在Γ上 (12)

其中: ε > 0 是扩散系数, α ∈W 1,∞(Γ)3 是对流项且在Γ 上满足∇Γ ·α = 0, µ > 0 是反应系数, f 是体积力且属

于L2(Γ).

引理 1[14] 假设α 在曲面Γ 上是给定的无散度速度场, 即满足∇Γ ·α = 0. 此外, 如果α 和µ 满足下式, 则方

程(12) 有弱解

−∇Γ ·α
2

+µ≥ 0 (13)

我们思考(12) 的变分形式: 找到p∈H1(Γ), 使得

ε(∇Γp,∇Γq)+(α ·∇Γp,q)+µ(p,q)= (f,q), ∀q ∈H1(Γ).

引入ε−H1 范数:

‖p‖ε(Γ) = ε‖∇Γp‖L2(Γ) +‖p‖L2(Γ).

定理 1[14] 假设Γ∈C2 且p∈H2(Γ), 我们得到

‖p‖ε(Γ)≤ c‖f‖L2(Γ) (14)

和

ε
3
2 ‖∆Γp‖L2(Γ) +ε

1
2 ‖∇Γp‖L2(Γ) +‖p‖L2(Γ)≤ c‖f‖L2(Γ) +cε−

1
2 ‖f‖L2(Γ) (15)

算法一: 定义扩散通量为vd :=−ε∇Γp, 因此在Γ 上(12) 变成




1
ε
vd +∇Γp =0

∇Γ ·vd +∇Γp ·α+µp= f

(16)
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(16) 的弱解是: 找到(vd,p)∈V×Q :=H(∇Γ·;Γ)×L2(Γ), 使得

1
ε
(vd,w)−(p,∇Γ ·w)− 1

ε
(α ·vd, q)+(∇Γ ·vd, q)+µ(p,q)= (f,q) (17)

对所有的(w, q)∈V×Q.

算法二: 我们定义总通量为v :=−ε∇Γp+αp, 因此在Γ 上(12) 变成




1
ε
v+∇Γp− 1

ε
αp =0

∇Γ ·v+µp= f

(18)

(18) 的弱解是: 找到(v,p)∈V ×Q :=H(∇Γ·;Γ)×L2(Γ), 使得

1
ε
(v,w)−(p,∇Γ ·w)− 1

ε
(αp,w)+(∇Γ ·v, q)+µ(p,q)= (f,q) (19)

对所有的(w, q)∈V ×Q.

引理 2[15] 若α 和µ 满足(13) 且方程(12) 有唯一的弱解, 使得

ε−
1
2 ‖v‖H1

n(Γ) +ε
1
2 ‖p‖L2(Γ) +µ

1
2 ‖p‖H1(Γ)≤C∗‖f‖L2(Γ) (20)

其中: C∗ 是一个正常数.

注 1: 使用Lax-Milgram引理,可以证明(12)具有唯一的弱解p∈H1(Γ). 因此,问题(16)或(18)的任何一个

解都是(12) 的弱解, 反之亦然.

2 稳定混合有限元方法

在这个部分,将介绍一种稳定混合有限元方法. 首先,我们用一致的分片三角形来逼近光滑曲面Γ. 因此,由

近似曲面Γh 引入的几何误差一般为O(h2), 其中h 是分片三角形Γh 的网格尺度.

我们选择一系列的点{x1, x2, · · · , xNp
} 生成一个不重叠的三角形单元{e1, e2, · · · , eNe

}, 由这些单元近似光
滑曲面所组成的曲面Γh 被定义为:

Γh =
Ne⋃
k=1

ek (21)

其中: Ne 和Np 分别表示单元和节点的个数, h = max{h1, h2, · · · , hNe
} 是离散曲面网格的大小. 对于离散曲

面Γh 上的任意点x, 有光滑曲面Γ 上的点a(x) 与之对应, 满足以下的映射关系

x= a(x+d(x)n(a(x))), ∀x∈Γh (22)

其中: d(x) 是一个定向距离函数并且满足|d(x)|= dist(x,Γ), ∇d(x) = n(a(x)) 和|∇d(x)|= 1, 详细介绍可参阅文

献[16].

引理 3[17] 光滑曲面Γ 的定向距离函数d(x) 满足以下估计

‖d(x)‖L∞(Γh)≤C∗h2,

其中: C∗ 是一个正常数.

对于曲面Γ 上定义的函数，我们可以将它投影到近似曲面Γh 上

vl(a(x))= v(x), ∀x∈Γh (23)

逆投影为

v−l(x)= v(a(x)), ∀x∈Γh (24)

定理 2[3] 假设v 是v−l ∈H1(Γ) 在Γh 上的投影, 则有下列范数等价

‖vl‖L2(Γ)∼‖v‖L2(Γh), ‖v‖L2(Γ)∼‖v−l‖L2(Γh) (25)
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‖∇Γvl‖L2(Γ)∼‖∇Γh
v‖L2(Γh), ‖∇Γv‖L2(Γ)∼‖∇Γh

v−l‖L2(Γh) (26)

对于上面定义的有限元空间, 我们引入了基于曲面Γh 的有限元空间, 其中通量变量v 的离散子空间为:

Hh := {ϕ∈C0(Γh)d :ϕ|ek
∈Pk(ek)d, ∀ek ∈Γh} (27)

标量变量p 的离散子空间为:

Qh := {qh ∈C0(Γh)d : qh|ek
∈Pk(ek), ∀ek ∈Γh} (28)

我们可以得到(19) 的离散变分形式如下: 找到(vh,ph)∈Hh×Qh, 使得

ah((vh,ph),(wh, qh))Γh
= fh(wh, qh), ∀(wh, qh)∈Hh×Qh (29)

其中

ah((vh,ph),(wh, qh))Γh
: =

1
ε
(vh,wh)Γh

−(ph,∇Γ ·wh)Γh
− 1

ε
(αph,wh)Γh

+(∇Γ ·vh, qh)Γh
+µ(ph, qh)Γh

,

fh(wh, qh) : = (f−l, qh)Γh
.

本文在(17) 式的离散变分形式中加入了稳定项, 此时, 求解的离散形式变为: 找到(vdh
,ph)∈Hh×Qh, 使得

A((vdh
,ph),(wh, qh))Γh

=F (wh, qh)Γh
(30)

对所有的(wh, qh)∈Hh×Qh.

这里

A((vdh
,ph),(wh, qh))Γh

=
1
ε
(vdh

,wh)Γh
−(ph,∇Γh

·wh)Γh
− 1

ε
(α ·vdh

, qh)Γh
+(∇Γh

·vdh
, qh)Γh

+µ(ph, qh)Γh

− ε

2
(
1
ε
vdh

+∇Γh
ph,

1
ε
wh−∇Γh

qh)Γh
+

∑
ek∈Γh

δek(∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph,∇Γh

·wh +∇Γh
qh ·α+µqh)ek

,

和

F (wh, qh)Γh
=(f−l, qh)Γh

+
∑

ek∈Γh

δek(f−l,∇Γh
·wh +µqh)ek

(31)

本文在(29) 式上加入了稳定项, 此时, 求解的离散形式变为: 找到(vh,ph)∈Hh×Qh, 使得

B((vh,ph),(wh, qh))Γh
=L(wh, qh)Γh

(32)

对所有的(wh, qh)∈Hh×Qh.

这里

B((vh,ph),(wh, qh))Γh

=
1
ε
(vh,wh)Γh

−(ph,∇Γh
·wh)Γh

− 1
ε
(αph,wh)Γh

+(∇Γh
·vh, qh)Γh

+µ(ph, qh)Γh

− ε

2
(
1
ε
vh +∇Γh

ph− 1
ε
αph,

1
ε
wh−∇Γh

qh +
1
ε
αqh)Γh

+
∑

ek∈Γh

δek(∇Γh
·vh +µph,∇Γh

·wh +µqh)ek
,

和

L(wh, qh)Γh
=(f−l, qh)Γh

+
∑

ek∈Γh

δek(f−l,∇Γh
·wh +µqh)ek

(33)

其中: δek 是稳定参数.

δek = δmin{h,
h2

4ε
} (34)
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其中: δ > 0 是正的常数.

此外, 我们在离散空间中定义算法一和算法二的范数:

算法一范数:

‖(wh, qh)‖u :=

(
1
ε
‖wh‖2

0,Γh
+

1
ε
‖αqh‖2

0,Γh
+ε|qh|21,Γh

+µ‖qh‖0,Γh
+

∑
ei∈Γh

δei‖∇Γh
·wh +∇Γqh ·α+µqh‖2

0,ei

) 1
2

,

算法二范数:

‖(wh, qh)‖h :=

(
1
ε
‖wh−αqh‖2

0,Γh
+ε|qh|21,Γh

+µ‖qh‖2
0,Γh

+
∑

ei∈Γh

δei‖∇Γh
·wh +µqh‖2

0,ei

) 1
2

(35)

定理 3 设A(·, ·)Γh
是(30) 中的双线性形式. 存在一个不依赖于ε, µ 和h 的正常数C, 使得

sup
(wh,qh)∈Hh×Qh

A((vdh
,ph),(wh, qh))Γh

‖(wh, qh)‖u

≥C‖(vdh
,ph)‖u,

其中: (wh, qh)∈Hh×Qh.

证明 用A(·, ·)Γh
的定义, Cauchy-Schwarz 和Young 不等式, 我们得到

A((vdh
,ph),(vdh

,ph))Γh

=
1
2ε

(vdh
,vdh

)Γh
− 1

ε
(α ·vdh

, qh)Γh
+

ε

2
(∇Γh

ph,∇Γh
ph)Γh

+µ(ph,ph)Γh

+
∑

ei∈Γh

δei(∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph,∇Γh

·vdh
+∇Γh

ph ·α+µph)ei

=
1
2ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
ε
(αph,vdh

)Γh
+

ε

2
|ph|21,Γh

+µ‖ph‖2
0,Γh

+
∑

ei∈Γh

δei‖∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph‖2

0,ei

≥ 1
2ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
2ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
2ε
‖αph‖2

0,Γh
+

ε

2
|ph|21,Γh

+µ‖ph‖2
0,Γh

+
∑

ei∈Γh

δei‖∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph‖2

0,ei

=
ε

2
|ph|21,Γh

+µ‖ph‖2
0,Γh

− 1
2ε
‖αph‖2

0,Γh
+

∑
ei∈Γh

δei‖∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph‖2

0,ei
.

显然，有

A((vdh
,ph),(wh,0))Γh

=
1
2ε

(vdh
,wh)Γh

+
1
2
(∇Γh

ph,wh)Γh
+

∑
ei∈Γh

δei(∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph,∇Γh

·wh)ei

此外,令w̃h =vdh
−αph, 运用逆不等式, 我们得到

A((vdh
,ph),(w̃h,0))Γh

=
1
2ε

(vdh
,w̃h)Γh

+
1
2
(∇Γh

ph,w̃h)Γh
+

∑
ei∈Γh

δei(∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph,∇Γh

·w̃h)ei
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=
1
2ε

(vdh
,w̃h)Γh

+
1
2
(∇Γh

ph,w̃h)Γh
+

∑
ei∈Γh

δei(∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph,∇Γh

·w̃h)ei

≥ 1
2ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
2ε

(αph,vdh
)Γh

− ε

4
|ph|21,Γh

− 1
4ε
‖vdh

−αph‖2
0,Γh

−
∑

ei∈Γh

{δeic2δ

2
‖∇Γh

·vdh
+∇Γh

ph ·α+µph‖2
0,ei

+
δei

2c2δ
‖∇Γh

·(vdh
−α ·ph)‖2

0,ei
}

≥ 1
2ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
4ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
4ε
‖αph‖2

0,Γh
− ε

4
|ph|21,Γh

− 1
8ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 1
8ε
‖αph‖2

0,Γh

−
∑

ei∈Γh

{δeic2δ

2
‖∇Γh

·vdh
+∇Γh

ph ·α+µph‖2
0,ei

+
δei

2h2δ
‖vdh

−α ·ph‖2
0,ei
}

≥ 1
8ε
‖vdh

‖2
0,Γh

− 3
8ε
‖αph‖2

0,Γh
− ε

4
|ph|21,Γh

−
∑

ei∈Γh

{δeic2δ

2
‖∇Γh

·vdh
+∇Γh

ph ·α+µph‖2
0,ei

+
1
8ε
‖vdh

−α ·ph‖2
0,ei
}

≥ 1
16ε

‖vdh
‖2

0,Γh
− 1

2ε
‖αph‖2

0,Γh
− ε

4
|ph|21,Γh

−
∑

ei∈Γh

δeic2δ

2
‖∇Γh

·vdh
+∇Γh

ph ·α+µph‖2
0,ei

定义γ :=min{1,(C2δ)−1}, 我们得到
A((vdh

,ph),(vdh
+γw̃h,ph))Γh

=
γ

16ε
‖vdh

‖2
0,Γh

+
ε(2−γ)

4
|ph|21,Γh

+µ‖ph‖2
0,Γh

− γ+1
2ε

‖αph‖2
0,Γh

+
∑

ei∈Γh

δei(1− C2δγ

2
)‖∇Γh

·vdh
+∇Γh

ph ·α+µph‖2
0,ei

≥C‖(vdh
,ph)‖2

u (36)

运用范数的定义, 取γ≤ 1, 我们得到

‖(vdh
+γw̃h,ph)‖u

={1
ε
‖vdh

+γw̃h‖2
0,Γh

+
1
ε
‖αph‖2

0,Γh
+ε|ph|21,Γh

+µ‖ph‖2
0,Γh

+
∑

ei∈Γh

δei‖∇Γ ·(vdh
+γw̃h)+∇Γh

ph ·α+µph‖2
0,ei
} 1

2

≤{1
ε
‖vdh

‖2
0,Γh

+
1
ε
‖αph‖2

0,Γh
+

1
ε
‖γw̃h‖2

0,Γh
+ε|ph|21,Γh

+µ‖ph‖2
0,Γh

+
∑

ei∈Γh

δei(‖∇Γh
·vdh

+∇Γh
ph ·α+µph‖2

0,ei
+‖∇Γh

·γw̃h‖2
0,ei

)} 1
2

≤{‖(vdh
,ph)‖2

u +
1
ε
‖γw̃h‖2

0,Γh
+

∑
ei∈Γh

δei‖∇Γh
·γw̃h‖2

0,ei
} 1

2

≤{‖(vdh
,ph)‖u− 1

2ε
1
2
‖vdh

‖0,Γh
− 1

2ε
1
2
‖αph‖0,Γh

+(
∑

ei∈Γh

δei‖∇Γh
·(vdh

−αph)‖2
0,Γh

)
1
2 }

≤C{‖(vdh
,ph)‖u +(

∑
ek∈Γh

δeiC2

h2
‖vdh

−αph‖2
0,Γh

)
1
2 }

≤C‖(vdh
,ph)‖u.

因此, 我们得到

sup
(wh,qh)∈Hh×Qh

A((vdh
,ph),(wh, qh))Γh

‖(wh, qh)‖u

≥ A((vdh
,ph),(vdh

+γw̃h,ph))Γh

‖(vdh
+γw̃h,ph)‖u

≥C‖(vdh
,ph)‖u.

注 2: 离散形式(32) 的稳定性在[15] 中已被证明.
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3 数值算例

在这部分, 我们展示了几个数值实验的结果, 以说明所提方法的有效性.

例 1 在球面上考虑问题(12).

球面隐函数为:

φ(x,y,z)= x2 +y2 +z2−1.

对流项为:

α(x,y,z)= (−y
√

(1−z2),x
√

(1−z2),0)T (37)

我们选择连续的精确解如下, 右端项f 由精确解给出

p(x,y,z)= (
xy

π
)arctan(

z√
ε
).

图 1 比较两种方法中p 和v 的误差阶

这个实验的目的是检验方法的有效性. 我们将取扩散系数ε 和反应系数c 等于1. 为了计算误差阶, 我们取

网格剖分和自由度分别为h = 0.2,0.1,0.05,0.025和447, 1 703, 6 718, 26 562, 所得到的结果如图1所示. 从图1中,

我们可以看到变量的L2 范数的收敛阶是2阶, 我们分别运用中间变量的定义将p 的H1 范数的收敛阶提升到2阶,

所得到的结果如图1所示, 这些结果与我们所做的理论分析一致.

例 2 在流行上, 对方程(12), 考虑扩散系数是ε =10−3的解间断问题.

曲面隐函数表达式为:

φ(x,y,z)= (1+4x2)(1+4y2)(1+4z2)+64xyz+4x2 +4y2 +4z2−3,

在这个实验中, 我们所采用的精确解和对流项与例1相同, 测试两种混合形式的对流占优问题. 我们发现当ε 较

大时, 对流-扩散-反应方程具有光滑的精确解. 然而, 当ε 取值较小时, 精确解的函数值是具有大梯度变化的对

流占优问题.

我们在三角曲面网格上求解这个问题, 图2是所得到的数值模拟结果. 从图2中可以发现当ε = 10−3 时, 其解

在心型区域的中心上有非物理震荡现象. 由于曲面的曲率不一样, 在曲率大的地方模拟的效果比曲率小的部分

差一些, 且误差也较大. 在这个数值实验中, 我们将δ 设为1, 并且采用相同的自由度求解此问题. 由实验结果可

知, 我们的方法可以成功地捕获解的大跳跃, 模拟效果较好. 对比这两种方法可知算法二（运用全局中间变量）

较好.
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图 2 当ε =10−3时, 心型区域上两种混合形式的比较

4 结 论

本文拓展并分析了两种稳定的混合有限元方法来求解曲面对流-扩散-反应方程. 在给出稳定性分析外, 还

给出了一些数值实例,验证了已知理论的结果.采用这两种方法不仅可以有效地避免非物理震荡问题,而且提高

了∇Γp 的精度. 在文中还可以探讨高斯曲率、平均曲率等对其方程求解时的影响, 今后将是我们的研究重点.
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