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摘 要： 本文研究了一类具有吸收效应和被感染细胞具有潜伏与活性两阶段的病原体免疫模型. 通过建立适当的

Lyapunov 泛函, 使用 LaSalle 不变集原理, 分别当 σ≤ 1, ω≤ σ < 1 < S 和 1 < ω < σ < Lω 时, 证明了对应的未感染平

衡点 P , 体液免疫功能未激活的感染平衡点M 和体液免疫功能已激活的感染平衡点 N 的全局渐近稳定性. 所获得结

果推广了王霞和宋强 (2013) 的工作, 得到了一些新结果．
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Abstract： In this paper, a delayed pathogen-immune model with absorption, latently and actively infected

cells and immune response is studied. By constructing suitable Lyapunov functionals, using the LaSalle invariance

principle, the globally asymptotically stability of the infection-free equilibrium P , the humoral immunity functional-

absent infection equilibrium M and humoral immunity functional-present infection equilibrium N are proved, when

σ≤ 1, ω≤ σ < 1 < S and 1 < ω < σ < Lω, respectively. The result we obtained here generalized the result of Wang

Xia and Song Qiang(2013), some new results are obtained.
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0 引 言

1997 年, Bonhoeffer 和 Nowak 根据病毒感染的动力学特征, 建立了如下非线性的病毒动力学模型：
■
||■
||■

x′ =λ−mx−βxν,

y′ =βxν−dy,

ν′ =cy−bν.

(1)

其中：x,y,ν 分别表示 t 时刻宿主体内正常细胞、被感染细胞和游离病毒的数量, 各参数的生物学意义详见文

献[1-2]. 依据这一建模机理, 文献 [3] 研究了具有吸收效应的时滞病原体免疫模型：
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■
||||||■
||||||■

x′(t)=λ−dx(t)−βx(t)ν(t),

y′(t)=βx(t−τ)ν(t−τ)−ay(t),

ν′(t)=ray(t)−bν(t)−uβx(t)ν(t)−pν(t)z(t),

z′(t)=qν(t)z(t)−ez(t).

(2)

其中：x(t),y(t),ν(t),z(t)分别表示 t时刻宿主体内正常细胞、被感染细胞、游离病毒和体液免疫细胞的数量 (详

见文献 [3]), 运用 Lyapunov 泛函方法, 获得了无病平衡点、无免疫平衡点和地方病平衡点全局渐近稳定的充分

条件.

近年来, 关于病毒动力学模型研究已有了重要进展 (见文献 [4-13]). 已有研究表明 (见文献 [14-16])：在正

常细胞、被感染细胞和游离病毒相互作用过程中, 有一些被感染细胞需要较长时间产生病毒, 将被感染细胞分

为潜伏和活性两个阶段是必要的. 同时, 在病毒感染过程中宿主体内的抗体 (免疫应答和吸收效应) 作用不可忽

视, 它具有抑制和清除病毒的特殊功能 (见[3, 17]). 基于以上工作, 本文考虑如下具有阶段结构和吸收效应的时

滞病原体免疫模型： ■
|||||||||■
|||||||||■

x′(t)=λ−d1x(t)−βx(t)ν(t),

y′1(t)=pβx(t−τ)ν(t−τ)−(d1 +η)y1(t),

y′2(t)=qβx(t−τ)ν(t−τ)+ηy1(t)−d2y2(t),

ν′(t)=rd2y2(t)−d3ν(t)−uβx(t)ν(t)−kν(t)z(t),

z′(t)=hν(t)z(t)−d4z(t).

(3)

其中：x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t),di(i = 1,2,3,4) 分别表示 t 时刻宿主体内正常细胞、潜伏性被感染细胞、活性被

感染细胞, 游离病毒和体液免疫细胞的数量和死亡率. λ 为单位时间产生正常细胞的速率, βx(t)ν(t) 为双线性

感染率, β 为正常细胞被病毒感染的速率. 假设病毒以时滞 τ 侵入宿主体内, 在 t 时刻产生潜伏性被感染细胞

的概率为 p, 潜伏性被感染细胞的数量为 pβx(t− τ)ν(t− τ)；在 t 时刻产生活性被感染细胞的概率为 q, 活性被

感染细胞的数量为 qβx(t−τ)ν(t−τ) 且 p+q = 1, η 表示潜伏性被感染细胞转化为活性被感染细胞的速率. r 为

活性被感染细胞死亡后释放病毒的速率, uβx(t)ν(t) 表示正常细胞清除游离病毒的吸收效应, kν(t)z(t) 表示体

液免疫功能反应, u 和 k 为清除游离病毒的强度, h 为游离病毒激发宿主体内产生体液免疫的速率, 并且假定

r(d1q+η) >u(d1 +η).

由于 q,η,r 分别为正常细胞、潜伏性被感染细胞和感染细胞的增长速率,所以本文总是假定 rηq >k(d1+η).

令C =C([−τ,0],R5)是从 [−τ,0]到R5 上的连续映射全体组成的Banach空间. ∀φ∈C 定义 |φ|=sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|
以及系统 (2) 的初始条件为

x(θ)≥ 0,y1(θ)≥ 0,y2(θ)≥ 0,ν(θ)≥ 0,z(θ)≥ 0,θ∈ [−τ,0],

x(0)> 0,y1(0)> 0,y2(0)> 0,ν(0)> 0,z(0)> 0.
(4)

且设 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t)) 为系统 (3) 满足初始条件 (4) 的解.

近年来, 关于具有 CTL 免疫反应的病毒动力学模型研究现已有了大量报道 (见文献[9-14]). 本文主要研

究系统 (3) 的无病平衡点、无免疫平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性, 其结论可视为 Nowak(1996) 和

Bonhoffer(1997) 所获结果的推广. 关于系统 (2) 的动力学性质, 目前尚未见有研究结果发表. 为方便起见, 本文

采用记号：

S =
r(d1q+η)
u(d1 +η)

,L=
(d1h+d4β)ρ
βd4u(d1 +η)

,ρ = r(d1q+η)−u(d1 +η),R+ =(0,+∞).

定义基本再生数和免疫再生数为

σ =
λβρ

d1d3(d1 +η)
,ω =

hλβρ

d1d3(d1 +η)h+d3d4β(d1 +η)
=

σd1h

d1h+d4β
<σ.

本文主要研究模型 (3) 的未感染平衡点、体液免疫功能未激活的感染平衡点和体液免疫功能已激活的感染平衡

点的全局渐近稳定性, 其模型及研究结果推广了文献 [3] 所做的工作.
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1 平衡点的存在性

由模型 (3) 和基本再生数以及免疫再生数, 易得下面的定理.

定理 1 模型 (3) 总存在未感染平衡点 P = (x0,0,0,0,0)；当 σ > 1 时, 存在体液免疫功能未激活的感染平衡

点M = (x∆,y∆
1 ,y∆

2 ,ν∆,0)；当 σ > ω > 1 时, 还存在体液免疫功能已激活的感染毒平衡点 N = (x∗,y∗1 ,y
∗
2 ,ν

∗,z∗),

其中

x0 =
λ

d1

,x∆ =
d3(d1 +η)

βρ
,y∆

1 =
pβx∆ν∆

d1 +η
,y∆

2 =
(d1q+η)βx∆ν∆

d2(d1 +η)
,ν∆ =

d1(σ−1)
β

,

x∗ =
λh

d1h+d4β
,y∗1 =

pβx∗ν∗

d1 +η
,y∗2 =

(d1q+η)βx∗ν∗

d2(d1 +η)
,ν∗ =

d4

h
,z∗ =

d3(ω−1)
k

.

注意到 ω≤ 1 等价于
λρ

d3(d1 +η)
− d1

β
≤ d4

h
.

由定理 1 知, 基本再生数 σ 是病毒流行的阀值条件, 免疫再生数 ω 则是体液免疫功能是否激活的开关.

2 平衡点的稳定性

定理 2 如果 σ≤ 1, 那么模型 (3) 的未感染平衡点是全局渐近稳定的.

证明 将模型 (3) 改写为如下等价系统：

■
|||||||||■
|||||||||■

x′(t)=−d1(x(t)−x0)−βx(t)ν(t),

y′1(t)=pβx(t−τ)ν(t−τ)−(d1 +η)y1(t),

y′2(t)=qβx(t−τ)ν(t−τ)+ηy1(t)−d2y2(t),

ν′(t)=rd2y2(t)−d3ν(t)−uβx(t)ν(t)−kν(t)z(t),

z′(t)=hν(t)z(t)−d4z(t).

(5)

设 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t))是系统 (5)任意正解,由函数 F (ξ)= ξ−1−lnξ 在 ξ ∈R+ 内存在唯一最小值点 ξ =1

且 F (ξ)≥F (1)= 0 的特性, 构造 Lyapunov 泛函：

V0(t)=ρx0F (
x(t)
x0

)+rηy1(t)+r(d1 +η)y2(t)+r(d1 +η)ν(t)+
k(d1 +η)

h
z(t) +r(d1q+η)β

■ t

t−τ

x(θ)ν(θ) dθ

可见 V0(t) 在点 P 处的唯一最小值为零. 直接沿着系统 (5) 轨线计算 V0(t) 的全导数得

V ′
0 (t)=− d1ρ

x(t)
(x(t)−x0)2 +d3(d1 +η)(σ−1)ν(t)− d4k(d1 +η)

h
z(t),

由此可见,当σ≤ 1时,对任意正解 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t))均有V ′
0 (t)≤ 0,当且仅当 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t))=

(x0,0,0,0,0) 有 V ′
0 (t)= 0. 由 LaSalle 不变集原理 (见[18]) 知, 模型 (3) 的未感染平衡点 P 是全局渐近稳定的.

定理 3 如果 ω≤ 1 <σ <S, 那么模型 (3) 体液免疫功能未激活的感染平衡点M 是全局渐近稳定的.

证明 将模型 (3) 改写为如下等价系统：

■
|||||||||■
|||||||||■

x′(t)=−d1(x(t)−x∆)−βx(t)ν(t)+βx∆ν∆,

y′1(t)=pβx(t−τ)ν(t−τ)−pβx∆ν∆−(d1 +η)(y1(t)−y∆
1 ),

y′2(t)=qβx(t−τ)ν(t−τ)−qβx∆ν∆ +η(y1(t)−y∆
1 )−d2(y2(t)−y∆

2 ),

ν′(t)=rd2(y2(t)−y∆
2 )−d3(ν(t)−ν∆)−uβx(t)ν(t)+uβx∆ν∆−kν(t)z(t),

z′(t)=hν(t)z(t)−d4z(t).

(6)
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设 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t)) 是系统 (6) 任意正解, 由函数 F (ξ) = ξ− 1− lnξ 在 ξ ∈ R+ 内的非负特性, 构造

Lyapunov 泛函：

V∆(t)=
ρx∆

rη
F (

x(t)
x∆

)+y∆
1 F (

y1(t)
y∆
1

)+
d1 +η

η
y∆
2 F (

y2(t)
y∆
2

)

+
d1 +η

rη
ν∆F (

ν(t)
ν∆

)+
k(d1 +η)

rhη
z(t)+

(d1q+η)βν∆x∆

η

■ t

t−τ

F (
x(θ)ν(θ)
x∆ν∆

) dθ.

可知 V∆(t) 在点M 处的唯一最小值为零. 当 ω≤ 1 <σ <S 时, 体液免疫功能未激活且

ν∆ =
λρ

d3(d1 +η)
− d1

β
≤ d4

h
.

直接沿着系统 (6) 轨线计算 V∆(t) 的全导数得

V ′
∆(t)=− d1u(d1 +η)

rηx(t)
(
r(d1q+η)
u(d1 +η)

−σ)(x(t)−x∆)2 +
r(d1q+η)βν∆x∆

η
F (

x∆

x(t)
)

−pβx∆ν∆F (
x(t−τ)ν(t−τ)y∆

1

x∆ν∆y1(t)
)− (d1 +η)qβx∆ν∆

η
F (

x(t−τ)ν(t−τ)y∆
2

x∆ν∆y2(t)
)

−(d1 +η)y∆
1 F (

y∆
2 y(t)

y∆
1 y2(t)

)− (d1 +η)d2y
∆
2

η
F (

y2(t)ν∆

y∆
2 ν(t)

)+
k(d1 +η)

rη
(ν∆− d4

h
)z(t)≤ 0.

由此可见,当σ≤ 1时,对任意正解 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t))均有V ′
∆(t)≤ 0,当且仅当 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t))=

(x∆,y∆
1 ,y∆

2 ,ν∆,0) 有 V ′
∆(t) = 0. 由 LaSalle 不变集原理 (见[18]) 知, 模型 (3) 体液免疫功能未激活的感染平衡点

是全局渐近稳定.

定理 4 如果 1 <ω <σ < Lω, 那么模型 (3) 体液免疫功能已激活的感染平衡点 N 是全局渐近稳定的.

证明 将模型 (3) 改写为如下等价系统：
■
|||||||||■
|||||||||■

x′(t)=−d1(x(t)−x∗)βx(t)ν(t)+βx∗ν∗,

y′1(t)=pβx(t−τ)ν(t−τ)−pβx∗ν∗−(d1 +η)(y1(t)−y∗1),

y′2(t)=qβx(t−τ)ν(t−τ)−qβx∗ν∗+η(y1(t)−y∗1)−d2(y2(t)−y∗2),

ν′(t)=rd2(y2(t)−y∗2)−d3(ν(t)−ν∗)−uβx(t)ν(t)+uβx∗ν∗−kν(t)z(t)+kν∗z∗,

z′(t)=hν(t)z(t)−hν∗z∗−d4(z(t)−z∗).

(7)

设 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t)) 是系统 (7) 任意正解, 由函数 F (ξ) = ξ − 1− lnξ 在 ξ ∈ R+ 内的非负特性, 构

造�Lyapunov 泛函：

V∗(t)=
ρx∗

rη
F (

x(t)
x∗

)+y∗1F (
y1(t)
y∗1

)+
d1 +η

η
y∗2F (

y2(t)
y∗2

)+
d1 +η

rη
ν∗F (

ν(t)
ν∗

)

+
k(d1 +η)

rhη
z∗F (

z(t)
z∗

)+
(d1q+η)βν∗x∗

η

■ t

t−τ

F (
x(θ)ν(θ)

x∗ν∗
) dθ.

易知 V∗(t) 在点 N 处的唯一最小值为零. 当 1 < ω < σ < Lω 时, 体液免疫功能已激活, 直接沿着系统 (7) 轨线计

算 V∗(t) 的全导数得

V ′
∗(t)=− uβd4(d1 +η)(Lω−σ)

rηhσx(t)
(x(t)−x∗)2 +

(d1q+η)βν∗x∗

η
F (

x∗

x(t)
)−pβx∗ν∗F (

x(t−τ)ν(t−τ)y∗1
x∗ν∗y1(t)

)

− (d1 +η)qβx∗ν∗

η
F (

x(t−τ)ν(t−τ)y∗2
x∗ν∗y2(t)

)−(d1 +η)y∗1F (
y∆
2 y(t)

y∆
1 y2(t)

)− (d1 +η)d2y
∗
2

η
F (

y2(t)ν∗

y∗2ν(t)
)≤ 0.

显然, 当且仅当 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t)) = (x∗,y∗1 ,y
∗
2 ,ν

∗,z∗) 时有 V ′
∗(t) = 0. 由 LaSalle 不变集原理 (见[18]) 知,

模型 (3) 体液免疫功能已激活的感染平衡点 N 是全局渐近稳定的.
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3 数值模拟

在这一节, 将提供一些数值算例来说明模型 (3) 中正平衡点的全局渐近稳定性. 算例中模型 (3) 的初始条

件满足 (x(0),y1(0),y2(0),ν(0),z(0)) = (0.8,0.03,0.05,0.05,0.05),(8,0.04,0.1,0.1,0.3),(1,0.02,0.3,0.02,0.1), 参数选

取为 p =0.4, q =0.6,d1 =0.1, r =0.5,u =0.1,d3 =0.2,d2 =0.2,k =0.3,h =0.2,d4 =0.1 和时滞 τ =1.

算例 1 选取参数 η = 0.4,λ = 0.5,β = 0.1, 通过计算, 得到平衡点 P = (5,0,0,0,0)，并且得到ρ = r(d1q+η)−
u(d1 +η) = 0.18 > 0,S(= 4.6) > 1 > σ(= 0.9) > ω(= 0.6), 满足定理 2 的条件. 因此, 图 1 的数值模拟说明平衡点 P

全局渐近稳定.

图 1 模型 (3) 的解 (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t)) 的轨线

Fig 1 The trajectories of solutions (x(t),y1(t),y2(t),ν(t),z(t)) of model (3)

算例 2 选取参数 η = 0.5,λ = 0.6,β = 0.1, 通过计算, 得到平衡点M ≈ (5.454 5,0.036 4,0.254 5,0.1,0)，并且

得到 ρ = r(d1q+η)−u(d1+η)= 0.22 > 0,S(≈ 4.666 7) >σ(= 1.1) > 1 >ω(≈ 0.733 3),满足定理 3的条件.因此,图 2

的数值模拟说明平衡点M 全局渐近稳定.

图 2 模型 (3) 具有初值 (x(0),y1(0),y2(0),ν(0),z(0)) 的解轨线

Fig 2 The trajectories of solutions with initial value (x(0),y1(0),y2(0),ν(0),z(0)) of model (3)
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算例 3 选取参数 η =0.5,λ =0.7,β =0.12,通过计算,得到平衡点N ≈ (6.603 8,0.026 4,0.184 9,0.05,0.301 9)

并且得到 ρ = r(d1q+η)−u(d1 +η) = 0.22 > 0,Lω(≈ 92.571 1) > σ(= 1.54) > ω(≈ 1.452 8) > 1, 满足定理 4 的条件.

因此, 图 3 的数值模拟说明平衡点 N 全局渐近稳定.

图 3 模型 (3) 的解轨线

Fig 3 The trajectories of solutions of model (3)

4 结 论

综上所述, 当σ≤ 1 时, 由定理 2 知病毒最终将被清除；当 ω≤ σ < 1 < S 时, 存在于宿主体内的病毒尚不足

以激活体液免疫功能, 由定理 3 知体液免疫功能未激活的感染平衡点随着时间的变化, 最终将稳定在一组定值

上；当 1 <ω <σ < Lω 时, 存在于宿主体内的病毒已激活了体液免疫功能,由定理 4知体液免疫功能已激活的感

染平衡点随着时间的变化, 也将最终稳定在一组定值上. 总之, 基本再生数 σ 是病毒流行与否的控制参数, 免疫

再生数 ω 是体液免疫功能是否激活的开关, 它们是预防和控制病毒传播流行的两个关键参数.
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