
第 38卷第 6期
2021年 11月

新疆大学学报（自然科学版）（中英文）
Journal of Xinjiang University(Natural Science Edition in Chinese and English)

Vol.38, No.6
Nov., 2021

构造一个具有拟凸性和拟齐次性的拟距离∗

余安康，李宝德†

(新疆大学 数学与系统科学学院，新疆 乌鲁木齐 830046)

摘 要：本文首先介绍了n维欧氏空间上拟距离的定义，然后引入了相关拟距离的两类性质：拟凸性和拟齐次性；最后

构造了一个满足拟凸性和拟齐次性的拟距离的映射.
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Construct a Quasi-Distance Equipped with Quasi-Convexity

and Quasi-Homogeneity

YU Ankang, LI Baode

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830046, China)

Abstract： In this paper, we first introduce the definition of quasi-distance in n dimensional Euclidian space.

Then introduce two kinds of properties related to quasi-distance: quasi-convex property and quasi-homogeneous

property. Finally, the authors further verify that a mapping of vector field is a quasi-distance satisfying the above

two characteristics.
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0 引 言

作为欧氏距离的推广, 拟距离可以应用在更广泛的情况下, 例如在各向异性情形下的拟距离仍然具有很多

良好的性质, 具体内容可参阅文献[1]和[2]. 对于欧氏空间中凸体所满足的几何性质（定理1）的一种推广, 我们

称用距离定义的球满足与凸体类似的几何性质为该拟距离的拟凸性. 这种定义灵活方便, 所建立的性质也可在

更广泛的情况下使用. 此外, 拟齐次性是拟距离所定义的球的性质, 该性质是对欧氏空间中球的基本性质的一

种推广, 也具有一些良好的性质. 例如, 欧氏空间中的任意范数所构成的拟距离满足拟齐次性, 并且满足拟齐次

性的拟距离也一定满足双倍条件（见公式(4)）. 于是一个自然的问题,在欧氏空间中, 是否有一些非平凡的拟距

离满足拟凸性和拟齐次性? 本文的目的便是构造一个满足拟凸性和拟齐次性的非平凡的拟距离. 受Stein[3]的启

发, 本文证明了由向量场 X1 := ∂/∂x1 和 X2 :=xk
1∂/∂x2 所导出的映射满足上述两个性质的拟距离.

为方便起见, 对全文做如下约定. 符号 D . F 表示 D . CF , 其中 C 为一个正的常数. 如果 D . F 且

F .D, 我们记为 D∼F .

1 拟距离，拟凸性和拟齐次性

Rn 中的椭球 ξ 是指 n 维欧氏空间的单位球Bn := {x∈Rn : |x|< 1} 在仿射变换下的像集, 即

∗收稿日期：2020-10-15

基金项目：新疆维吾尔自治区自然科学基金(2020D01C048); 国家自然科学基金 (11861062).

作者简介：余安康(1994-)，男，硕士生，从事调和分析研究，E-mail: 1107102484@qq.com.

†通讯作者：李宝德(1981-)，男，博士，教授，从事调和分析研究，E-mail: baodeli@xju.edu.cn.



第 6期 余安康，等：构造一个具有拟凸性和拟齐次性的拟距离 671

ξ :=Mξ(Bn)+cξ,

其中:Mξ 是一个非奇异矩阵, cξ ∈Rn 是椭球 ξ 的中心. 对任意的椭球 ξ 和 λ≥ 1, 定义

λξ :=λMξ(Bn)+cξ.

定义 1 集合 X 上的映射 ρ : X×X→ [0,∞) 是拟距离, 如果对所有的 x,y,z ∈X 满足如下条件:

(i) ρ(x,y)= 0⇔x= y;

(ii) 存在常数 C > 0, 使得 ρ(x,y)≤Cρ(y,x);

(iii) 存在常数 κ≥ 1, 使得ρ(x,y)≤κ(ρ(x,z)+ρ(y,z)).

显然, 条件 (ii) 成立当且仅当 ρ(x,y)∼ ρ(y,x). 另外, 设 ρ̃(x,y)= [ρ(x,y)+ρ(y,x)]/2, 可进一步得出 ρ̃(x,y)=

ρ̃(y,x).

Rn 中的凸体指的是一个内部非空的紧凸集. John 已经证明了对于 Rn 每一个凸体都包含一个体积最大的

椭球[4]. 这个椭球按维数 n 倍膨胀也可以包含原来的凸体, 详细内容参阅文献[5]和[6]中的定理3.13.

定理 1 K ⊆Rn 是一个凸体. 则存在一个唯一的体积最大的椭球 ξ⊆Rn 使得 ξ⊆K 且 K ⊆n ·ξ.
受定理 1 的启示, 我们可以推广凸体的概念.

定义 2 设常数 Q≥ 1. 称 K ′⊆Rn 关于 x∈K ′ 是 Q-拟凸的, 如果存在一个以 cξ = x 为中心的椭球 ξ⊆Rn

使得

ξ⊆K ′⊆Q ·ξ. (1)

由定理1可知, 任意一个 Rn 中的凸体是 Q-拟凸的, 这里 Q = n. 值得注意的是我们在上面的定义中没有假

设唯一性, 这说明对于任意给出的一个集合 K ′, 可能存在两个不同的椭球(即使是最大体积) 满足(1).

定义 3 给一个拟距离 ρ :Rn×Rn → [0,∞). 称 ρ 满足拟凸性质, 是指存在一个常数 Q≥ 1 使得对任意的

x∈Rn 和 r > 0, 球

Bρ(x,r) := {y ∈Rn : ρ(x,y) <r}
关于 x 是 Q-拟凸的. 即存在一个椭球 ξr

x 使得

ξr
x⊆Bρ(x,r)⊆Q ·ξr

x. (2)

定义 4 称 Rn 上的拟距离 ρ 满足拟齐次性质, 是指存在两个正的常数 a = a(ρ) 和 b = b(ρ) 满足对任意的

x∈Rn, r > 0 和 λ≥ 1, 有

aλb(Bρ(x, r)−x)⊆Bρ(x, λr)−x. (3)

显然, 欧氏空间中的任意范数所构成的拟距离满足拟齐次性质, 此时, a= b =1. 此外, 拟齐次性质也是一种

比双倍条件[7]更强的条件, 由拟齐次性我们可以立即得出

anλbn|Bρ(x, r)| ≤ |Bρ(x, λr)|, λ > 1. (4)

2 一个满足拟凸性质和拟齐次性质的拟距离的例子

构造这个例子的动机来自于Stein. 设 k 是一个非负整数, 并且对任意的 x∈R2 和 δ > 0, 定义

Bk(x, δ) := {y ∈R2 : |x1−y1|<δ, |x2−y2|<max{δk+1, δ|x1|k}}. (5)

则球族 {Bk(x, δ) : x ∈R2, δ ∈ (0,∞)} 是一个相关向量场 X1 := ∂/∂x1 和 X2 := xk
1∂/∂x2 自然导出的球族. 这种

球 Bk(x, δ) 也可以被定义为

Bρk
(x, δ) := {y ∈R2 : ρk(y, x) <δ},

其中

ρk(y, x) :=

{
max{|y1−x1|, min{|y2−x2|1/(k+1), |y2−x2|/|x1|k}} 若 x1 6=0,

max{|y1−x1|, |y2−x2|1/(k+1)} 若 x1 =0.
(6)
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定理 2 设 k 是一个非负整数并且定义 ρk 如 (6) 所示. 则 ρk 是一个满足定义1的拟距离且满足拟凸性质

和拟齐次性质.

证明若假设 ρk 是一个拟距离,则不难验证它是满足拟凸性质和拟齐次性质. 事实上,由于所有的球都具有

(5) 中的形式, 则无论是 |x1| ≥ δ 或 |x1|< δ, 这些球实际上是长方体, 一种特殊的凸体. 由定理1可知, ρk 满足拟

凸性质并且 Q=n. 此外, 对任意的 λ≥ 1, δ > 0 和 x∈R2 有

λ(Bρk
(x, δ)−x)= {(y1, y2) : |y1|<λδ, |y2|<λmax{δk+1, δ|x1|k}}

⊆{(y1, y2) : |y1|<λδ, |y2|<max{(λδ)k+1, λδ|x1|k}}
=Bρk

(x, λδ)−x,

当我们取定义4 中的 a=1 和 b =1 时, 也就证明了拟距离 ρk 满足拟齐次性质.

接下来, 我们只需要证明 ρk 是一个拟距离. 由 ρk 的定义, 我们知道 ρk(x, y) = 0⇔ x = y 是显然成立的, 下

面我们分两步来验证 ρk 满足拟距离剩下的两个条件.

第一步: 证明 ρk(x, y)∼ ρk(y, x). 我们仅证明下面三种典型情形, 其它情形是相似的.

情形 (1). 对任意 x=(x1, x2), y =(y1, y2)∈R2 且 x1, y1 6=0, 如果

|x1−y1| ≤ |x2−y2|
|y1|k ≤ |x2−y2|

|x1|k ≤ |x2−y2| 1
k+1 , (7)

则有

ρk(x, y)=
|x2−y2|
|y1|k ≤ |x2−y2|

|x1|k = ρk(y, x).

现在证明存在常数 C > 0 使得 ρk(y, x)≤Cρk(x, y), 即 |y1| ≤C|x1|. 我们使用反证法. 如若不然, 对任意的正整

数 n≥ 3, 存在两组向量 (x(n)
1 , x(n)

2 ) 和 (y(n)
1 , y(n)

2 ), 简记为 (x1, x2) 和 (y1, y2), 满足 (7) 和 |y1|>n|x1|. 因此, 有

|y1|k ≤ |x2−y2|
|x1−y1| 和 |x2−y2| ≤ |x1|k+1

以及

|y1|k ≤ |x1|k+1

|x1−y1| . (8)

此外, 由 |y1|>n|x1| 和 n≥ 3 可得

|x1−y1| ≥ |y1|−|x1|> 2|x1|.

由此式, |x1| ≤ |y1| 和 (8) 得到

|x1|k ≤ |y1|k <
|x1|k+1

2|x1| =
1
2
|x1|k.

即 |x1|k < 1
2
|x1|k, 矛盾! 所以存在常数 C > 0 使得 ρk(y, x)≤Cρk(x, y).

情形 (2). 对任意 x=(x1, x2), y =(y1, y2)∈R2 且 x1, y1 6=0, 如果

|x2−y2|
|y1|k ≤ |x1−y1| ≤ |x2−y2|

|x1|k ≤ |x2−y2| 1
k+1 , (9)

则有

ρk(x, y)= |x1−y1| ≤ |x2−y2|
|x1|k = ρk(y, x).

接着证明存在一个常数 C > 0 使得 ρk(y, x)≤Cρk(x, y). 使用反证法, 如若不然, 对任意正整数 n 满足 n1/k > 2,

存在两组向量 (x(n)
1 , x(n)

2 ) 和 (y(n)
1 , y(n)

2 ), 简记为 (x1, x2) 和 (y1, y2), 满足 (9) 和

nρk(x, y)= n|x1−y1|< |x2−y2|
|x1|k = ρk(y, x). (10)
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进一步由
|x2−y2|
|x1|k ≤ |x2−y2| 1

1+k

知

|x2−y2| ≤ |x1|k+1.

由此式和 (9) 可知

|x1−y1| ≤ |x2−y2|
|x1|k ≤ |x1|. (11)

通过式(9) 和 (10) 得出

|y1| ≥
( |x2−y2|
|x1−y1|

) 1
k

和 n
1
k |x1|<

( |x2−y2|
|x1−y1|

) 1
k

,

因此有 |y1|>n
1
k |x1| 并且

|x1−y1|> (n
1
k −1)|x1|> |x1|.

由此式和 (11) 得出 |x1|< |x1|, 矛盾!

情形 (3). 对任意 x=(x1, x2), y =(y1, y2)∈R2 且 x1, y1 6=0, 如果

|x1−y1| ≤ |x2−y2|
|x1|k ≤ |x2−y2| 1

k+1 ≤ |x2−y2|
|y1|k , (12)

则有

ρk(y, x)=
|x2−y2|
|x1|k ≤ |x2−y2| 1

k+1 = ρk(x, y).

同样地, 我们接下来证明存在一个常数 C > 0 使得 ρk(x, y)≤Cρk(y, x). 使用反证法, 若对任意一个正整数 n 满

足 n1/k > 2, 存在两组向量 (x(n)
1 , x(n)

2 ) 和 (y(n)
1 , y(n)

2 ), 简记为 (x1, x2) 和 (y1, y2), 满足 (12) 和

nρk(y, x)= n
|x2−y2|
|x1|k < |x2−y2| 1

k+1 = ρk(x, y). (13)

通过式(12) 和 (13), 有

|x1−y1|k ≤ |x2−y2| k
k+1 和 n|x2−y2| k

k+1 < |x1|k,

因此,

n
1
k |x1−y1|< |x1|. (14)

由 |x2−y2|1/(k+1)≤ |x2−y2|/|y1|k 知
|y1|k ≤ |x2−y2| k

k+1 ,

再结合 n|x2−y2|k/(k+1) < |x1|k, 可得出
n

1
k |y1|< |x1|. (15)

因此, 由式(14), (15) 和 n1/k > 2 可得

|y1| ≥ |x1|−|x1−y1|>
(
n

1
k −1

)
|x1−y1|

> (n
1
k −1)

(
n

1
k |y1|−|y1|

)
=

(
n

1
k −1

)2

|y1|> |y1|,

即 |y1|> |y1|, 矛盾!

第二步: 证明 ρk 满足拟三角不等式. 我们只在下面两个典型的情况下证明, 其它的情况是相似的.

情形 (1). 对任意 x, y, z ∈R2 且 x1, y1, z1 6=0, 如果满足

|x1−z1| ≤ |x2−z2|
|z1|k ≤ |x2−z2|

|x1|k ≤ |x2−z2| 1
k+1 , (16)
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|x1−y1| ≤ |x2−y2|
|y1|k ≤ |x2−y2|

|x1|k ≤ |y2−z2| 1
k+1 , (17)

|y1−z1| ≤ |y2−z2|
|y1|k ≤ |y2−z2|

|z1|k ≤ |y2−z2| 1
k+1 . (18)

则对于式(18), 使用第一步中情形(1)的估计, 存在一个常数 C ≥ 1 使得 |y1| ≤C|z1|. 通过此式, (16), (17) 和 (18)

可得

ρ(x, z)=
|x2−z2|
|z1|k ≤C(

|x2−y2|
|y1|k +

|y2−z2|
|z1|k )= C(ρ(x, y)+ρ(y, z)),

拟三角不等式得证.

情形 (2). 对任意 x, y, z ∈R2 且 x1, y1, z1 6=0, 如果满足

|x1−z1| ≤ |x2−z2|
|x1|k ≤ |x2−z2| 1

k+1 ≤ |x2−z2|
|z1|k , (19)

|x2−y2| 1
k+1 ≤ |x2−y2|

|y1|k ≤ |x2−y2|
|x1|k ≤ |x1−y1|, (20)

|y2−z2|
|y1|k ≤ |y1−z1| ≤ |y2−z2|

|z1|k ≤ |y2−z2| 1
k+1 . (21)

则对于式(19), 使用第一步中情形(3)的估计, 得到

ρ(x, z)= |x2−z2| 1
k+1 ∼ |x2−z2|

|x1|k = ρ(z, x).

通过此式, 式(20), |z1| ≤ |x1| 和 式(21), 存在一个常数 C ≥ 1 使得

ρ(x, z) ≤ C
|x2−z2|
|x1|k ≤C[

|x2−y2|
|x1|k +

|y2−z2|
|x1|k ]

≤ C[|x1−y1|+ |y2−z2|
|z1|k ] = C[ρ(x, y)+ρ(y, z)],

拟三角不等式得证, 我们也完成了定理2 的证明.
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