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摘 要：在B-F准备金模型中, 事故年索赔均值的估计至关重要，而传统B-F模型准备金的估计依赖于精算师的先验估

计，具有一定的主观性. 本文利用信度理论对事故年索赔均值进行估计，得到二次损失函数下事故年索赔均值的信度估

计．该方法与传统的B-F估计和链梯法估计进行比较，结果表明二次损失函数下B-F准备金的信度估计是可行的.
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Reliability Estimation of B-F Reserve under

Quadratic Loss Function

WANG Jinrui, ZOU Minxue, LI Zhiming, WU Lijun

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830046, China)

Abstract： In the B-F reserve model, the estimation of the average annual accident claim is very important,

while the estimation of the traditional B-F reserve model relies on the prior estimation of actuaries and has certain

subjectivity. This paper estimates the average annual accident claim by using the reliability theory, and obtains

the reliability estimation of the average annual accident claim under the quadratic loss function. Compared with

the traditional B-F estimation and the chain ladder estimation, the results show that the reliability estimation of

the B-F reserve under the quadratic loss function is feasible.
Key words：Chain ladder method; B-F method; quadratic loss function; reliability estimation

0 引 言

索赔准备金是保险公司对已发生的事故没有及时报告，或虽已及时报告, 但保险公司由于各种原因在年末

没有及时索赔，那么保险公司只有恰当的估计索赔准备金才有足够的资金支付将来的赔款. 最常见的准备金估

计方法是无分布链梯法[1] 和B-F法[2]. 链梯法具有“平均”和“稳定”的基本思想，它依据流量三角形各列的比例

关系来外推未来的赔款数据．考虑一个保单组合，以年为单位，假设现在是I年，设Cij表示第i事故年发生的赔案

到第j进展年的累计赔款. 在链梯法中，设fj表示进展年的链梯因子，在索赔事件中满足E(Ci,j+1|Ci0,Ci1,Ci2, · · · ,

Cij) = fjCij, 计算得到链梯因子fj，从而得到准备金的估计. 而B-F模型中，假设各事故年的索赔是相互独立的，

且索赔发展方式βi采用链梯法估计．令γj = βj −βj−1, 假设存在µi, 有E(Ci,j|Ci0,Ci1,Ci2, · · · ,Cij) = Cij +γjµi. 利

用上式，得到准备金的估计．B-F法依赖于给定先验信息得到准备金的估计，并将链梯法和赔付率法相互结合.

在B-F模型中，大都根据先验估计µ̂i来计算，如Verral和England[3]，Neuhaus[4], Alai等[5]．由于先验估计具有一

定的主观性，需要采用其他方式估计µi，参阅腾叶和吴黎军[6]，Buhlmann和Gisler[7] 等．假设事故年索赔均值为

一个随机变量，利用索赔的损失数据以及先验分布，建立贝叶斯统计模型．若µi存在某个先验分布π(µ)．利用

索赔数据DI以及先验分布进行推断．为了使估计量不依赖于先验分布π(µ)，本文根据信度理论，将µ̂i 限定在样
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本的线性函数中，在二次损失函数下得到损失以及责任准备金的估计，与章溢等[8]的结论进行对比，二次损失

函数下的准备金估计是可行的．

1 随机B-F模型中事故年索赔均值的信度估计

考虑一个保单，以年做时间单位；假定现在是I年，从事故发生到结案的最大延迟时间为J . 在累计流量三

角形DI = {Cij, i+j ≤ I}中，列表示第i事故发生年，行表示第j进展年,交叉项的元素Cij表示第i事故年发生的赔

案到第j进展年的累计赔款．令Xij =Cij−Ci,j−1,它为第i事故年在延迟j年后的赔款增量．显然，DI = {Cij, i+j ≤

I}= {Xij, i+j ≤ I},所组成的上三角形叫做增量三角形．因此，根据累积流量上三角形中已知的数据对下三角形

数据进行估计，得到每一个事故年的终极损失CiJ，预测当年提取的准备金Ri =CiJ −Cij，详细请参考文献[8]．

在B-F模型中，假设各事故年的索赔相互独立，且存在参数µ0, µ1, · · · , µI > 0，以及索赔方式β0, β1, β2, · · · ,

βJ > 0，且βJ = 1，有E(Cij) =µiβj，从而得到以下索赔方式：ĈBF
i,J = Ê(µi|DI) =Ci,I−i +(1− β̂I−i)µ̂i. 其中βj采用

链梯法估计, 即βj =
J−1
∏

k=j

f̂−1
k ，其中的估计为 ̂fj =

I−j−1
∑

i=0

Ci,j+1/
I−j−1
∑

i=0

Ci,j，而事故年µi采用先验估计µ̂i．

在本文中, 假设µi为随机变量，则条件期望E(Cij|µi) =µiβj . 记µ= (µ0, · · · ,µI),γj =βj−βj−1, 则E(Xij|µi) =

µiγj，等价于E(
Xij

γj
|µi) = µi，其中i = 0,1, · · · , I和j = 0,1, · · · ,J．方便起见，令Yij =

Xij

γj
．为了估计事故年均值µi,

在一些假设下，本文建立一个随机B-F准备金模型．

假设1 对任意的0≤ i≤ I,0≤ j,k≤J且j 6= k，有

E(Yij|µ) =µi, V ar(Yij|µ) =σ2(µi), Cov(Yij,Yik|µ) = 0.

假设2假设µi(i= 0,1, · · · , I)是相互独立的随机变量，且有相同的先验分布π(µ),其中E(µi) =µ0,E(σ2(µi)) =

σ2
0 , 若σ2

0未知，其估计σ̂2
0请参考文献[8]．

假设3 不同的事故年索赔相互独立．称满足假设1∼3的模型为随机B-F模型．

引理1 (章溢等[8])在随机B-F模型中，平方损失的条件期望E[Ci,J−g(DI)]
2 达到最小的终极损失Ci,J的最优

预测为

Ĉ∗
i,J =Ci,I−i +(1− β̂I−i)E(µi|DI). (1)

为了得到损失CiJ的估计，首先求解E(µi|DI), 根据信度理论[2] 的方法，把µi限定在二次损失函数下，求解

其值．

引理2 (章溢等[8])设Y是随机变量，令X = (X1, · · · ,Xn)′与Z = (Z1, · · · ,Zm)′为随机向量，且X与Z 相互独立，

且Y与Z也相互独立，则

pro(Y |L(X,Z,1)) = pro(Y |L(X,1)), (2)

其中: L(X,1) = {a+
I

∑

i=0

I−i
∑

j=0

aijXij,a,aij ∈R}为所有X的非齐次线性函数，pro(Y |L(X,1))为线性空间L(X,1)上的

非齐次正交投影．

2 二次损失函数下事故年索赔均值的信度估计

由于µi(i = 0,1, · · · , I)是相互独立的随机变量，且有相同的先验分布π(µ), 为了不考虑先验分布的影响，本

文根据信度理论，将事故年均值µi 的信度估计限定在线性函数中，采用二次损失函数来进行估计，以得到较为

准确的估计．

假设4 在随机B-F模型中, 取二次损失函数为F (µ̂i,µi)为

F (µ̂i,µi) =
(µ̂i−µi)

2

µ2
i

,

令E( 1
µi

) =mi,E( 1
µ2

i

) =ni, Cov( 1
µi

,µi) =αi, Cov( 1
µ2

i

,µi) =ui, E(σ2(µi)

µ2

i

) =niσ
2
0 .

假设5 将µ̂i的信度估计限定在线性函数中，则µ̂i = a+
I−i
∑

j=0

aijYij的信度估计就变成了求解下述最小化问题．
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argmin
µ̂i=a+

I−i
∑

j=0

aijYij

E[F (µ̂i,µi)].

引理3 下列式子成立：

Cov(
1

µi

,Yij) =αi,Cov(
1

µ2
i

,Yij) =ui,

Cov(
1

µ2
i

Yik,Yij) =

{

niσ
2
0 +αi,k = j.

αi, k 6= j.

证明 在给定µ的条件下，根据引理2，由条件协方差公式，得

Cov(
1

µi

,Yij) =E[Cov(
1

µi

,Yij|µ)]+Cov[E(
1

µi

|µ),E(Yij|µ)]

=Cov(
1

µi

,µi) =αi,

Cov(
1

µ2
i

,Yij) =E[Cov(
1

µ2
i

,Yij|µ)]+Cov[E(
1

µ2
i

|µ),E(Yij|µ)]

=Cov(
1

µ2
i

,µi) =ui,

Cov(
1

µ2
i

Yik,Yij) =E[Cov(
1

µ2
i

Yik,Yij|µ)]+Cov[E(
1

µ2
i

Yik|µ),E(Yij|µ)]

=E[
1

µ2
i

Cov(Yik,Yij|µ)]+Cov(
1

µi

,µi).

而

E[
1

µ2
i

Cov(Yik,Yij|µ)] =

{

E(σ2(µi)

µ2

i

), j = k.

0, j 6= k.

=

{

niσ
2
0 , j = k.

0, j 6= k.

所以

Cov(
1

µ2
i

Yik,Yij) =

{

niσ
2
0 +αi, j = k.

αi, j 6= k.

定理1 若假设1∼3成立, 则µ̂i在二次损失函数下的信度估计为

µ̂cred
i = (1−Zi)µ

q
i +ZiP̂i,

其中:

Zi =
(I− i)(niαi−miui)

niniσ2
0 +(I− i)(niαi−miui)

, µq
i =

mi

ni

, P̂i =
1

I− i

I−i
∑

k=0

Xik

rk

.

证明 由假设5可知, 求µ̂cred
i 相当于求最小化问题，

argmin
µ̂i=a+

I−i
∑

j=0

aijYij

E[F (µ̂i,µi)]

的解. 令Q=E[F (µ̂i,µi)]. 由假设3，可得：
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Q=E[F (µ̂i,µi)] =E[F (a+
I−i
∑

j=0

aijYij,µi)] =E











(a+
I−i
∑

j=0

aijYij −µi)
2

µ2
i











.

令 ∂Q

∂a
= 0，得

aE

[

1

µ2
i

]

=E

[

1

µi

]

−
I−i
∑

j=0

aijE

[

Yij

1

µ2
i

]

. (3)

令 ∂Q

∂aik
= 0，得

aE

[

Yik

µ2
i

]

= E

[

Yik

µi

]

−
I−i
∑

j=0

aijE

[

YijYik

µ2
i

]

. (4)

根据(3)×E[Yik]-(4)，有

Cov(
1

µi

,Yik) = aCov(
1

µ2
i

,Yik)+
I−i
∑

j=0

aijCov(
Yij

µ2
i

,Yik).

根据引理3，知

αi = aui +
I−i
∑

j=0,j 6=k

aijαi +aik(αi +niσ
2
0), (5)

所以

aik =

αi−aui−
I−i
∑

j=0

aijαi

niσ2
0

.

对上式两边求和，

I−i
∑

k=0

aik = (I− i)

αi−aui−
I−i
∑

j=0

aijαi

niσ2
0

.

由(4)式和(5)式，可得

a=
mi

ni

(1−
I−i
∑

j=0

aij), (6)

则

I−i
∑

k=0

aik =
(I− i)(niαi−miui)

niniσ2
0 +(I− i)(niαi−miui)

.

由于

aikYik =

αi−aui−
I−i
∑

j=0

aijαi

niσ2
0

Yik.

对上式两边求和，得

I−i
∑

k=0

aikYik =
(niαi−miui)

niniσ2
0 +(I− i)(niαi−miui)

I−i
∑

k=0

Xik

rk

. (7)
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由假设5，可知

µ̂cred
i = a+

I−i
∑

j=0

aijYij,

结合(6)式和(7)式可以得到

µ̂cred
i =

mi

ni

(1−
I−i
∑

j=0

aij)+
(niαi−miui)

niniσ2
0 +(I− i)(niαi−miui)

I−i
∑

k=0

Xik

rk

= (1− (I−i)(niαi−miui)

niniσ2

0
+(I−i)(niαi−miui)

)mi

ni
+ (niαi−miui)

niniσ2

0
+(I−i)(niαi−miui)

I−i
∑

k=0

Xik

rk

= (1− (I−i)(niαi−miui)

niniσ2

0
+(I−i)(niαi−miui)

)mi

ni
+ (I−i)(niαi−miui)

niniσ2

0
+(I−i)(niαi−miui)

1
I−i

I−i
∑

k=0

Xik

rk

记Zi = (I−i)(niαi−miui)

niniσ2

0
+(I−i)(niαi−miui)

,µq
i = mi

ni
, P̂i = 1

I−i

I−i
∑

k=0

Xik

rk
, 则在二次损失函数下, µi的最优信度预测可表示为

µ̂cred
i = (1−Zi)µ

q
i +ZiP̂i. (8)

根据引理1，可得损失Ci,J的最优预测

Ĉexp
i,J =Ci,I−i +(1− β̂I−i)((1−Zi)µ

q
i +ZiP̂i). (9)

由于第i事故年的责任准备金的信度估计为R̂exp
i = Ĉexp

i,J −Ci,I−i, 则

R̂exp
i = (1− β̂I−i)((1−Zi)µ

q
i +ZiP̂i). (10)

总准备金的信度估计R̂exp =
I

∑

i=0

R̂exp
i , 则

R̂exp =
I

∑

i=0

[(1− β̂I−i)((1−Zi)µ
q
i +ZiP̂i)]. (11)

3 实例与分析

本文采用某公司实际数据，针对上述结果进行数据拟合及分析，数据来源于文献[5]，如表1所示．

表 1 观察到的增量索赔Xij

Tab 1 Observed incremental claim Xij

事故年 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 5 946 975 3 721 237 895 717 207 760 206 704 62 124 65 813 14 850 11 130 15 813

1 6 346 756 3 246 406 723 222 151 797 67 824 36 603 52 752 11 186 11 646

2 6 269 090 2 976 233 847 053 262 768 152 703 65 444 53 545 8 924

3 5 863 015 2 683 224 722 532 190 653 132 976 88 340 43 329

4 5 778 885 2 745 229 653 894 273 395 230 288 105 224

5 6 184 793 2 828 338 572 765 244 899 104 957

6 5 600 184 2 893 207 563 114 225 517

7 5 288 066 2 440 103 528 043

8 5 290 793 2 357 936

9 5 675 568

根据(9)式可以求得二次损失函数下的损失Ci,J的最优预测，就是表中Ĉexp
iJ

∗，通过(10)式可以算的第i事故年

的责任准备金，得到表中数据R̂exp
iJ

∗；对比传统B-F法、链梯法，二次损失函数下随机B-F法的信度估计，得到结

果如表2所示．
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表 2 B-F法、链梯法、信度估计法下的准备金估计比较

Tab 2 Comparison of reserve estimation under B-F method, chain ladder method and reliability estimation method

事故年 先验估计∗ 损失估计 损失准备金估计

i µ̂i ĈBF
iJ ĈCL

iJ Ĉ
exp
iJ

∗ R̂BF
iJ R̂CL

iJ R̂
exp
iJ

∗

0 11 653 101 11 148 123 11 148 123 11 148 123 0 0 0

1 11 367 306 10 664 316 10 663 318 10 658 418 16 124 13 226.27 10 225.98

2 10 962 965 10 662 749 10 662 008 10 660 967 26 998 25 749.54 25 207.47

3 10 616 762 9 761 643 9 758 606 9 757 928 37 575 35 298.42 33 859.18

4 11 044 881 9 882 350 9 872 218 9 882 410 95 434 99 568.73 95 495.07

5 11 480 700 10 113 777 10 092 247 10 074 834 178 024 150 648.41 139 081.5

6 11 413 572 9 623 328 9 568 143 9 562 250 341 305 293 238.44 280 227.9

7 11 126 527 8 830 301 8 705 378 8 684 439 574 089 477 442.86 428 227.3

8 10 986 548 8 967 375 8 691 971 8 669 442 1 318 646 1 142 349.78 1 020 713

9 11 618 437 10 443 953 9 626 383 9 626 376 4 768 384 4 129 950.96 3 950 808

合计 7 356 579 6 367 473.41 5 983 845

注：*为文献[5]中某保险公司精算师给出的期望均值µ̂i的先验估计.

通过观察表2合计一行，发现B-F法得到的总准备金是最大的，这是由于在经典的B-F方法中, ĈBF
i,J =Ci,I−i+

(1−β̂I−i)µ̂i.计算ĈBF
i,J 主要依赖于精算师给出的先验估计µ̂i,当先验估计µ̂i 较大，所得到的总准备金额就会较大，

故具有一定的主观性；而链梯法依靠所有的样本信息，得到的数值介于B-F法与二次损失函数下的信度估计之

间．当B-F给出的先验估计等于链梯法中所求的µi时，B-F法和链梯法所求的估计值相同．通过观察索赔增量表，

发现数据具有非平稳状态时，二次损失函数下的信度估计得到的准备金较小，由于二次损失函数下的B-F准备

金的信度估计不仅采用所有的先验样本信息，且不依赖于先验分布, 所以能够在实际中得到较为准确的估计．
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