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Abstract： In this paper we computed explicit formulas for the edge version of harmonic index and harmonic

polynomial of many well known classes of graph Operations: Cartesian product, Corona product, join, Cartesian

sum and lexicographic product. Some upper and lower bounds for the edge harmonic indices of these operations

of graphs, in terms of related indices, are derived from known bounds on the integral of a product on nonnegative

convex functions.
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0 引 言

假设图G是一个具有顶点集V (G)和边集E(G)的简单图．dv 是顶点v 的度,是顶点v相连接的顶点个数．度

为1 的顶点为悬挂点．边e ∈ E(G) 的度de 是在V (L(G)) 中跟它相邻的顶点的个数．L(G) 是图G 的线图, 是线

图中点定义为图G 的边, 如果对应的边在G 中有一个公共顶点, 则线图中对应的两个顶点相邻．线图在结构化

学中有着非常重要作用, 但近年来在化学图论中却很少被重视．1981年, Bertz研究分子分支时在线图的基础上

引入了第一个拓扑指标[1], 在此基础上, 学者们引入了许多基于线图的拓扑指标[2–4]．关于线图在化学中的应用,

我们可参考文章[5-7]．

在化学中,分子结构描述符被用来构造分子的信息,这被称为拓扑指标．它们在图同构意义下是不变的．有

许多拓扑指标是由图中的顶点度来定义的[8–13]．文献[14]首次引入了基于顶点的度的调和指标H(G), 被定义为

H(G)=
Σ

uv∈E(G)

2
du+dv

调和多项式在[15]中定义为:
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H(G,x)=
Σ

uv∈E(G)

xdu+dv−1

这个多项式来自于2
∬ 1

0
H(G,x)dx = H(G), 在[16]中, Nazar等人根据图G 的线图中各边的端点的度引入了

调和指标的边的形式, 定义为:

He(G)=
Σ

ef∈E(L(G))

2
de+df

类似地, 调和多项式的边形式为

He(G,x)=
Σ

ef∈E(L(G))

xde+df−1

我们可以知道2
∬ 1

0
He(G,x)dx=He(G).

因此, 在这篇文章中我们给出了经典乘积图, 如笛卡儿积、Corona 积、联图、笛卡儿和以及字典积等的调

和指标与边调和多项式的边的形式．

1 定义和一些已知结果

命题1[16] 设G 是n 个顶点的k-正则图, 则

(1)He(G,x)= kn(k−1)x4k−5.

(2)H(G)= kn
4(k−1)

.

并且他们在完全图Kn (n个顶点的完全图)、Cn(n个顶点的圈)、Πn(n边棱镜)、An(n边反棱镜)、Km,n(n1+n2个

顶点的完全二部图)、Wn (n≥ 4的轮图)、Hn(执掌图)、Ln(阶梯图)和Pn(线性五苯图)上得到了一些结果．

命题2 我们有如下结果

(1) He(Kn,x)= n(n−1)(n−2)x4n−9 且He(Kn)= n(n−1)

4
.

(2) He(Cn,x)= 2nx3 且He(Cn)= n
2
.

(3) He(Πn,x)= 12nx11 且He(Πn)= n.

(4) He(An,x)= 30nx19 且He(An)= 3n
2

.

(5) He(Km,n,x)= mn(m+n−2)x2m+2n−5 且He(Km,n)= mn
2

.

(6) He(Wn,x)= 2nx7 +n(n−1)x2n+1 +4nxn+4 且He(Wn)= n
4
+ n(n−1)

2(n+1)
+ 4n

n+5
.

(7) He(Hn,x)= 4nx8 +4nxn+7 +n(n−1)x2n+3 +2nxn+4 +2nx11, He(Hn)= 4n
9

+ 4n
n+8

+ n(n−1)

2(n+2)
+ 2n

n+5
+ n

n+6
.

(8) He(Ln,x) = 8x4 +16x6 +2(6n−14)x7, 当n > 2. He(Ln,x) = 8x4 +4x5 +8x6, 当n = 2, He(Ln) = 105n+517
70

,

当n> 2. He(Ln,x)= 358
105

, 当n =2.

(9) He(Pn,x)= 8x3 +8x4 +(36n−8)x5 +(48n−16)x6 +(8n−8)x7), He(Pn)= 97n
7
− 107

105
.

命题3[17] 如果G 是有m 条边的图, 则

(1)对每一个k > 0 且x∈ [0,∞)时Hk(G,x)≥ 0;

(2)(0,∞) 上H(G,x) > 0 且H(G,x) 在[0,∞) 上严格单调增;

(3) H(G,x)是在[0,∞)上的严格凸函数当且仅当G 对路图P2 的并集不同构; 且对每一个x ∈ [0,1] 有0 =

H(G,0)≤H(G,x)≤H(G,1)= m.

图G1 和G2 的笛卡儿积G1 ×G2 的点集为V (G1 ×G2) = V (G1)× V (G2), 如果ui = uk 且vjvl ∈ E(G2), 或

者uiuk ∈E(G1) 且vj = vl, (ui,vj)(uk,vl) 时，(ui,vj)(uk,vl) 是G1×G2 的边．

给定的两个图G1 和G2 的Corona乘积G1◦G2 定义为通过相加得到的图．取G2 的V (G1)个拷贝连接到G1上

的每一个点，并且第i个拷贝的每个顶点连接到vi ∈V (G1).

连图G1 +G2 定义为取G1 的一个拷贝和G2 的一个拷贝, 把G1 的每一个顶点连接到G2 上的每一个点所得

到的图．

两个图G1和G2的笛卡儿和G1⊕G2,顶点集为V (G1⊕G2)= V (G1)×V (G2),如果uiuk ∈E(G1)或vjvl ∈E(G2)，

则(ui,vj)(uk,vl) 是G1⊕G2 的边．

两个图G1 和G2 的字典积G1¯G2, V (G1)×V (G2)作为顶点集使得V (G1¯G2)的两个不同的点(ui,vj),(uk,vl),

如果uiuk ∈E(G1) 或者ui =uk 则vjvl ∈E(G2) 时是相连的．
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我们引入另一个拓扑指标．图G 的逆度ID(G) 被定义为

ID(G) :=
Σ

u∈V (G)

1
du

=
Σ

uv∈E(G)

( 1
d2

u
+ 1

d2
v
),

图G 的逆多项式为

ID(G,x) :=
Σ

u∈V (G)

xdu−1.

因此, 我们得到
∬ 1

0
ID(G,x)dx= ID(G). 下面的结果总结了[17]中逆度数多项式的一些有趣的性质．

命题4 如果图G 是n 个顶点和k 个悬挂点的图, 那么

(1)对每一个j≥ 0 且x∈ [0,∞) 有ID(j)(G,x)≥ 0;

(2)在(0,∞)上ID(G,x) > 0;

(3)G当且仅当与路图P2 的并集不同构时ID(G,x)在[0,∞)上是严格增的;

(4)G当且仅当与路径图的并集不同构时ID(G,x)在[0,∞)上是严格凸的,并且对每一个x∈ [0,1],有k = ID(G,0)

≤ ID(G,x)≤ ID(G,1)= n.

2 主要结果

下面的引理有助于计算线图的顶点的度．

引理 1 设图G, u,v ∈V (G) 和e=uv ∈E(G). 那么

de = du +dv−2.

引理 2 给定图G, 则

Σ
u∈V (G)

du =2|E(G)|.

定理1 给定两个图G1 和G2, 笛卡儿积G1×G2 的边调和多项式是

He((G1×G2),x)= 1
x2 H(G1,x)ID(G2,x

2)+ 1
x2 H(G2,x)ID(G1,x

2).

证明 分别用n1 和n2 表示G1 和G2 的顶点数．

如果(ui,vj)∈V (G1×G2), 则d(ui,vj) = dui
+dvj

, 如果(ui,vk)(uj ,vk)∈E(G1×G2), 则对应的边调和多项式为

xdui
+dvk

−2+duj
+dvk

−2−1 =x2dvk xdui
+duj

−5

因此,
n2Σ

k=1

Σ
uiuj∈E(G1)

x2dvk
+dui

+duj
−5 =

n2Σ
k=1

(x2)dvk
−1

Σ
uiuj∈E(G1)

xdui
+duj

−1x−2 = 1
x2 ID(G2,x

2)H(G1,x)

同样地, 对应(uk,vi)(uk,vj)∈E(G1×G2) 的多项式是 1
x2 H(G2,x)ID(G1,x

2).

引理3[18] 设f1, · · · ,fk 是[0,1] 上的非负的凸函数, 则

∬ 1

0

kΠ
i=1

fi(x)dx≥ 2k

k+1

kΠ
i=1

∬ 1

0
fi(x)dx.

引理4[19] 设f1, · · · ,fk 是[0,1] 上的非负的凸函数, 则

∬ 1

0

kΠ
i=1

fi(x)dx≤ 2
k+1

(
kΠ

i=1

∬ 1

0
fi(x)dx)1/k(

kΠ
i=1

(fi(0)+fi(1)))1−1/k.

定理2 给定两个图G1 和G2,顶点n1 和n2,边m1 和m2,笛卡儿积G1×G2 的边调和指标满足下面的不等式：

He(G1×G2)≥− 4
9
H(G1)ID(G2)− 4

9
H(G2)ID(G1).

He(G1×G2)≤ 2
3
(m1n2H(G1)ID(G2))1/2 + 2

3
(m2n1H(G2)ID(G1))1/2.
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证明 命题3和4给出H(G1,x), ID(G2,x
2),H(G2,x), ID(G1,x

2) 是非负凸函数．因此, 由引理3可知
■ 1

0

2
1
x2

H(G1,x)ID(G2,x
2)dx≥ 22

2+1

■ 1

0

H(G1,x)dx

■ 1

0

2
1
x2

ID(G2,x
2)dx

≥ 4
3

■ 1

0

1
x4

dx

■ 1

0

H(G1,x)dx

■ 1

0

2xID(G2,x
2)dx=−4

9
H(G1)ID(G2).

同样地,

∬ 1

0
2 1

x2 H(G2,x)ID(G1,x
2)dx≥− 4

9
H(G2)ID(G1).

由上述不等式, 定理1 和H(G1×G2)= 2
∬ 1

0
H(G1×G2,x)dx 给出下界．由引理4, 命题3 和命题4,∬ 1

0
2 1

x2 H(G1,x)ID(G2,x
2)dx≤ 2

3

∬ 1

0
(

∬ 1

0
H(G1,x)dx

∬ 1

0
2xID(G2,x

2)dx)1/2 = 2
3
(m1n2H(G1)ID(G2))1/2.

■ 1

0

2
1
x2

H(G1,x)ID(G2,x
2)dx≤ 1

2
( ■ 1

0

1
x4

dx

■ 1

0

H(G1,x)dx

■ 1

0

2xID(G2,x
2)dx)

) 1
3
(
2H(G1,1)ID(G2,1)

) 2
3

=−1
6
(
m2

1n
2
2H(G1)ID(G2)

) 1
3 .

由这些不等式得出

∬ 1

0
2 1

x2 H(G1,x)ID(G2,x
2)dx≤min{ 2

3
(m1n2H(G1)ID(G2)

1
2 ,− 1

6
(m2

1n
2
2H(G1)ID(G2))

1
3 }.

同样地
∬ 1

0
2 1

x2 H(G2,x)ID(G1,x2)dx≤min{ 2
3
(m2n1H(G2)ID(G1)

1
3 ,− 1

6
(m2

2n
2
1H(G2)ID(G1)) 1

3
}.

由这些不等式, 定理1 和H(G1×G2)= 2
∬ 1

0
H(G1×G2,x)dx 可以给出上界．

定理3 n1 和n2 分别是给定两个图G1 和G2 的顶点, Corona 乘积图G1 ◦G2 的边调和多项式为

He((G1 ◦G2),x)= x2n2−2H(G1,x)+n1H(G2,x)+xn2ID(G1,x)ID(G2,x).

证明 u∈V (G1)在G1◦G2 中的一个顶点的度为du+n2,且v ∈V (G2)的任意拷贝v′在G1◦G2 中的度为dv+1．

如果uiuj ∈E(G1), 那么G1 ◦G2 对应的边调和多项式为

xdui
+n2+duj

+n2−2−1 =x2n2−1xdui
+duj

−1x−1

则,

Σ
uiuj∈E(G1)

x2n2−1xdui
+duj

−1x−1 =x2n2−1x−1
Σ

uiuj∈E(G1)

xdui
+duj

−1 =x2n2−2H(G1,x).

如果vivj ∈E(G2), G1 ◦G2 对应的边调和多项式为

xdvi
+1+dvj

+1−2−1 =xdvi
+dvj

−1

则,

Σ
vivj∈E(G2)

xdvi
+dvj

−1 =
Σ

vivj∈E(G2)

xdvi
+dvj

−1 =H(G2,x).

如果我们加上对应G2 的n1 个拷贝的多项式, 那么我们得到n1H(G2,x). 如果uiv
′
j ∈ E(G1 ◦G2), 顶点ui ∈

V (G1) 和vj ∈V (G2), 则对应的边调和多项式为

xdui
+n2+dvj

+1−2−1 =xn2xdui
−1xdvj

−1

则,
n1Σ
i=1

n2Σ
j=1

xn2xdui
−1xdvj

−1 =xn2ID(G1,x)ID(G2,x).
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所以不等式成立．

定理4 给定两个图G1 和G2, n1 和n2 分别为顶点数, m1 和m2 分别为边数, 并且k1 和k2 分别为悬挂点,

Corona 积G1 ◦G2 的边调和指标满足以下不等式

He(G1 ◦G2)≥ 4
3n2−1

H(G1)+n1H(G2)+
4

n2−1
ID(G1)ID(G2),

He(G1 ◦G2)≤ 2
3
(

2m1

2n2−1
H(G1))1/2 +n1H(G2))1/2 +(

1
n2 +1

ID(G1)ID(G2)(n1 +k1)2(n2 +k2)2)1/3.

证明 由引理3 可得
■ 1

0

2xn2−2H(G,x)dx≥ 22

3

■ 1

0

x2n2−2dx

■ 1

0

2H(G1,x)dx≥ 4
3

■ 1

0

xn2−2dx

■ 1

0

2H(G1,x)dx=
4
3

1
2n2−1

H(G1).

所以, 我们得到

∬ 1

0
2n1H(G2,x)dx≥n1

∬ 1

0
2H(G2,x)dx=n1H(G2)

并且∬ 1

0
2xn2ID(G1,x)ID(G2,x)dx≥ 8

4

∬ 1

0
2xn2dx

∬ 1

0
ID(G1,x)dx

∬ 1

0
ID(G2,x)dx= 4

n2−1
ID(G1)ID(G2).

由这些不等式, 定理3 和H(G1 ◦G2)= 2
∬ 1

0
H(G1 ◦G2,x)dx 给出下界．由引理4 和命题3 得出∬ 1

0
2x2n2−2H(G1,x)dx≤ 2

3
(

∬ 1

0
x2n2−2dx

∬ 1

0
2H(G1,x)dx)1/2(2H(G1,1))1/2 = 2

3
( 2m1

2n2−1
H(G1))1/2.∬ 1

0
2n1H(G2,x)dx≤ 2n1

2
(

∬ 1

0
2H(G2,x)dx)(2H(G2,1))= n1H(G2)

由命题3 和命题4 得出∬ 1

0
2xn2ID(G1,x)ID(G2,x)dx≤ 2

4
2(

∬ 1

0
xn2 dx

∬ 1

0
ID(G1,x)dx

∬ 1

0
ID(G2,x)dx)1/3

((ID(G1,1)+ID(G1,0))(ID(G2,1)+ID(G2,0)))2/3 =( 1
n2+1

ID(G1)ID(G2)(n1 +k1)2(n2 +k2)2)1/3.

由这些不等式, 定理3 和H(G1 ◦G2)= 2
∬ 1

0
H(G1 ◦G2,x)dx 可得上界．

定理5 给定两个图G1 和G2, n1 和n2 分别为顶点, 连图G1 +G2 的边调和多项式为

H(G1 +G2)= x2n2−2H(G1,x)+x2n1−2H(G2,x)+xn1+n2ID(G1,x)ID(G2,x).

证明 u∈V (G1) 是度du +n2在G1 +G2 中的顶点, v ∈V (G2) 是度dv +n1在G1 +G2 中的顶点．

如果uiuj ∈E(G1), 那么G1 +G2 对应的边调和多项式为

xdui
+n2+duj

+n2−2−1 =x2n2−2xdui
+duj

−1

则,

Σ
uiuj∈E(G1)

x2n2−2xdui
+duj

−1 =x2n2−2
Σ

uiuj∈E(G1)

xdui
+duj

−1 =x2n2−2H(G1,x).

如果vivj ∈E(G2), 那么G1 +G2 对应的边调和多项式为

xdvi
+n1+dvj

+n1−2−1 =x2n1−2xdvi
+dvj

−1.

因此我们可以得到

Σ
vivj∈E(G2)

x2n1−2xdvi
+dvj

−1 =x2n1−2
Σ

vivj∈E(G2)

xdvi
+dvj

−1 =x2n1−2H(G2,x).

如果uivj ∈E(G1 +G2), ui ∈V (G1) 和vj ∈V (G2), 那么对应的边调和多项式为

xdui
+n2+dvj

+n1−2−1 =xn1+n2−1xdui−1+dvj
−1.

因此我们得到,
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n1Σ
i=1

n2Σ
j=1

xn1+n2−1xdui
−1xdvj

−1 =xn1+n2−1
n1Σ
i=1

xdui
−1

n2Σ
j=1

xdvj
−1 =xn1+n2−1ID(G1,x)ID(G2,x).

不等式成立.

定理6 设G1 和G2 是顶点分别为n1 和n2 的两个图, m1 和m2分别为两个图的边数, k1 和k2 分别为悬挂点,

连图G1 +G2 的边调和指标满足

(1) He(G1 +G2,x)≥ 4
3(n2−1)

H(G1)+ 4
3(2n1−1)

H(G2)+ 4
n1+n2

ID(G1)ID(G2).

(2) He(G1 +G2,x)≤ 2
3
( 2m1

2n2−1
H(G1))1/2 + 2

3
( 2m2

2n1−1
H(G2))1/2 +( 1

n1+n2
ID(G1)ID(G2)(n1 +k1)2(n2 +k2)2)1/3.

证明 我们在定理4 的证明中看到

4
3(n2−1)

H(G1)≤
∬ 1

0
2x2n2−2H(G1,x)dx≤ 2

3
( 2m1

2n2−1
H(G1))1/2.

同样, 我们可得

4
3(2n1−1)

H(G2)≤
∬ 1

0
2x2n1−2H(G2,x)dx≤ 2

3
( 2m2

2n1−1
H(G2))1/2.

由引理3
■ 1

0

xn1+n2−1ID(G1,x)ID(G2,x)dx≥ 8
4

■ 1

0

2xn1+n2−1dx

■ 1

0

ID(G1,x)dx

■ 1

0

ID(G2,x)dx

=4
1

n1 +n2

ID(G1)ID(G2).

由引理4 和命题4∬ 1

0
2xn1+n2−1ID(G1,x)ID(G2,x)dx≤ 2

4
2(

∬ 1

0
xn1+n2−1dx

∬ 1

0
ID(G1,x)dx

∬ 1

0
ID(G2,x)dx)1/3

(ID(G1,1)+ID(G1,0)(ID(G2,1)+ID(G2,0))2/3 =( 1
n1+n2

ID(G1)ID(G2)(n1 +k1)2(n2 +k2)2)1/3.

由这些不等式, 定理5 和H(G1 +G2)= 2
∬ 1

0
H(G1 +G2,x)dx 可得到不等式上下界．

定理7 图G1 和G2 的顶点分别为n1 和n2, 笛卡儿和G1⊕G2 的边调和多项式为

He(G1⊕G2,x)= x2n1+n2−5H(G1,x
n2)ID2(G2,x

n1)+xn1+2n2−5H(G2,x
n1)ID2(G1,x

n2)

+xn1+n2−5H(G1,x
n2)H(G2,x

n1).

证明 如果(ui,vj)∈V (G1⊕G2),那么d(ui,vj) =n2dui
+n1dvj

.又如果(ui,vj)(uk,vl)∈E(G1⊕G2), uiuk ∈E(G1)

或者vjvl ∈E(G2), 那么边调和多项式对应的多项式为

xn2dui+n1dvj+n2duk+n1dv1−5 =xn1+n2−5(xn2)dui+duk−1(xn1)dvj+dvl−1

=x2n1+n2−5(xn2)dui+duk−1(xn1)dvj−1(xn1)dvl−1.

因此, uiuk ∈E(G1), 相应的多项式的和是

n2Σ
j,l=1

Σ
uiuk∈E(G1)

xn1+n2−5(xn2)dui+duk−1(xn1)dvj+dvl−1

=x2n1+n2−5

n2Σ
j=1

(xn1)dvj−1

n2Σ
l=1

(xn1)dvl−1
Σ

uiuk∈E(G1)

(xn2)dui+duk−1

=x2n1+n2−5H(G1,x
n2)ID2(G2,x

n1).

同样,vjvl ∈E(G2) 对应的多项式的和为

xn1+2n2−5H(G2,x
n1)ID2(G1,x

n2)

两式相加，我们有
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Σ
uiuk∈E(G1)

Σ
vjvl∈E(G2)

xn1+n2−5(xn2)dui+duk−1(xn1)dvj−dvl−1

=xn1+n2−5
Σ

uiuk∈E(G1)

(xn2)dui+duk−1
Σ

vjvl∈E(G2)

(xn1)dvj+dvl−1

=xn1+n2−5H(G1,x
n2)H(G2,x

n1).

因此, 不等式成立．

定理8 顶点n1 和n2 分别是图G1 和G2 的顶点, 且m1 和m2 分别是图G1 和G2 的边．笛卡儿和G1⊕G2 的边

调和指标满足

(1) He(G1⊕G2,x)≥ −16
5

1
n2
1n2

H(G1)ID2(G2)+ −16
5

1
n2
1n2

H(G2)ID2(G1)− 2
n1n2

H(G1)H(G2)).

(2) He(G1⊕G2,x)≤ −n2
2

( 4m2
1

n2
1

H(G1)ID2(G2))1/3− n1
2

( 4m2
2

n2
2

H(G2)ID2(G1))1/3− 1
3
(m1m2

n1n2
H(G1)H(G2))1/2.

证明 由引理3

■ 1

0

2x2n1+n2−5H(G1,x
n2)ID2(G2,x

n1)dx≥ 16
5

■ 1

0

x−2dx

■ 1

0

2xn2−1H(G1,x
n2)dx

■ 1

0

xn1−1ID(G2,x
n1)dx

■ 1

0

xn1−1ID(G2,x
n1)dx=

−16
5

1
n2

1n2

H(G1)ID2(G2).

且∬ 1

0
2xn1+2n2−5H(G2,x

n1)ID2(G1,x
n2)dx≥ −16

5
1

n2
1n2

H(G2)ID2(G1). 因此, 我们可以得到

■ 1

0

2xn1+n2−5H(G1,x
n2)H(G2,x

n1)dx≥ 8
4

■ 1

0

x−3dx

■ 1

0

2xn2−1H(G1,x
n2)dx

■ 1

0

xn1−1H(G2,x
n2)dx

=
−2

n1n2

H(G1)H(G2).

由引理4 和命题3 和4 得
■ 1

0

2x2n1+n2−5H(G1,x
n2)ID2(G2,x

n1)dx≤
■ 1

0

2xn2−1H(G1,x
n2)x2n1−2ID2(G2,x

n1)x−2dx

≤ 2
4
(

■ 1

0

2xn2−1H(G1,x
n2)dx

■ 1

0

xn1−1ID(G2,x
n1)dx

■ 1

0

x−3dx

■ 1

0

xn1−1ID(G2,x
n1)dx)1/3.(2m1n

2
2)

2/3

=
−n2

2
(
4m2

1

n2
1

H(G1)ID(G2))1/3.

同理∬ 1

0
2xn1+2n2−5H(G2,x

n1)ID2(G1,x
n2)dx≤ −n1

2
( 4m2

2
n2
2

H(G2)ID(G1))1/3.

此外, 由引理4 和命题3
■ 1

0

2xn1+n2−5H(G1,x
n2)H(G2,x

n1)dx=
■ 1

0

x−32xn2−1H(G1,x
n2)2xn1−1H(G2,x

n1)dx

≤ −2
3

(
■ 1

0

2xn2−1H(G1,x
n2)dx

■ 1

0

2xn1−1H(G2,x
n1)dx)1/2(2H(G1,1)2H(G2,1))1/2

=
−1
3

(
m1m2

n1n2

H(G1)H(G2))1/2.

由这些不等式, 定理7 和H(G1⊕G2)= 2
∬ 1

0
H(G1⊕G2,x)dx 可得不等式的上下界．

定理9 顶点n1 和n2 分别为图G1 和G2 的顶点．字典积G1¯G2 的边调和多项式为

He(G1¯G2,x)= x2n2−3ID(G1,x
2n2)H(G2,x)+xn2−3H(G1,x

n2)ID2(G2,x).
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证明 设(ui,vj)∈ V (G1¯G2), 则d(ui,vj) = n2dui
+dvj

. 如果(ui,vj)(ui,vk)∈E(G1¯G2), 那么对应的调和多

项式为

xn2dui+dvj−2+n2dui+dvk−2−1 =x2n2−3(x2n2)dui
−1xdvj

+dvk
−1.

因此,
n1Σ
i=1

Σ
vjvk∈E(G2)

x2n2−3(x2n2)dui−1xdvj+dvk−1 =x2n2−3

n1Σ
i=1

(x2n2)dui−1
Σ

vjvk∈E(G2)

xdvj+dvk−1

=x2n2−3ID(G1,x
2n2)H(G2,x).

如果(ui,vj)(uk,vl)∈E(G1¯G2), uiuk ∈E(G1), 那么对应的边调和多项式为

xn2dui
+dvj

−2+n2duk
+dvl

−2−1 =xn2−3(xn2)dui+duk−1xdvj−1xdvl−1

那么, 对应的多项式为

Σ
uiuk∈E(G1)

n2Σ
j,l=1

xn2−3(xn2)dui+duk−1xdvj−1xdvl−1 =xn2−3
Σ

uiuk∈E(G1)

(xn2)dui+duk−1

n2Σ
j=1

xdvj−1

n2Σ
l=1

dvl−1

=xn2−3H(G1,x
n2)ID2(G2,x).

我们把这两项相加就得到了想要的等式．

定理10 顶点n1 和n2 分别是图G1 和G2 的顶点数, m1 和m2 分别是边数,并且k1 和k2 分别是悬挂点,字典

积G1¯G2 的边调和指标满足

He(G1¯G2)≥ −2
3n2

ID(G1)H(G2)− 16
5n2

H(G1)ID2(G2).

He(G1¯G2)≤ −2
3

(n1m2
n2

ID(G1)H(G2))1/2− 1
2
( 4m2

1
n2

H(G1)ID2(G2)(n2 +k2)4)1/3.

证明 由引理3
■ 1

0

2x2n2−3ID(G1,x
2n2)H(G2,x)dx≥ 4

3

■ 1

0

x2n2−1ID(G1,x
2n2)dx

■ 1

0

2H(G,x)dx

■ 1

0

x−2dx

=
−4
3

1
2n2

ID(G1)H(G2)=
−2
3n2

ID(G1)H(G2).

■ 1

0

xn2−3H(G1,x
n2)ID2(G2,x)dx≥ 16

5

■ 1

0

x−2dx

■ 1

0

2xn2−1H(G1,x
n2)dx

■ 1

0

ID(G2,x)dx

■ 1

0

ID(G2,x)dx

=
−16
5n2

H(G1)ID2(G2)

由引理4 、命题3 和4 可得
■ 1

0

2x2n2−3ID(G1,x
2n2)H(G2,x)dx≤ −2

3
(

■ 1

0

x2n2−1ID(G1,x
2n2)dx

■ 1

0

2H(G2,x)dx)1/2

(ID(G1,1)2H(G2,1))1/2 =
−2
3

(
n1m2

n2

ID(G1)H(G2))1/2.

■ 1

0

2xn2−3H(G1,x
n2)ID2(G2,x)dx≤

■ 1

0

2x2n2−1H(G1,x
n2)ID2(G2,x)x−2dx

≤ −2
4

(
■ 1

0

2x2n2−1H(G1,x
n2)dx

■ 1

0

ID(G2,x)dx

■ 1

0

ID(G2,x)dx)1/3.2H(G1,1)(ID(G2,1)

+ID(G2,0))2)2/3 =
−1
2

(
4m2

1

n2

H(G1)ID2(G2)(n2 +k2)4)1/3.

由这些不等式, 定理9 和H(G1¯G2)= 2
∬ 1

0
H(G1¯G2,x)dx 可得不等式的上下界．
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3 结 论

调和指标描述了分子结构的化学性质, 是一种重要的拓扑指标．本文主要研究了一些经典对称图, 如笛卡

儿积, Corona 积, 联图, 笛卡儿和与字典积的运算，并计算了调和指标与调和多项式的边的形式, 最后确定了它

们的上下界．
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