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摘 要：本文利用张量分析的方法和偏微分方程的理论研究了具有弱迷向 S曲率的卷积芬斯勒度量，得到其刻画方程.

在此基础上得到了一系列具有消失 S 曲率的 Douglas型卷积芬斯勒度量.
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Finsler Warped Product Metrics with Weakly Isotropic S Curvature

XU Xiaohui, ZHANG Xiaoling†

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University,Urumqi Xinjiang 830046, China)

Abstract： In this paper, by using tensor analysis and theories of PDEs, we study the Finsler warped product

metric with weakly isotropic S curvature, and obtain the characterized equations. Furthermore, we construct a

series of the Finsler warped product metrics of Douglas type with vanishing S curvature.
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0 引 言

卷积度量是乘积度量的推广. Bishop和O’Neil[1]为了研究具有负曲率的黎曼流形而引入了卷积度量. 这种度

量主要用于构造具有某些曲率条件的黎曼流形的新例子. 后来有学者将卷积度量扩展到芬斯勒流形的情况[2−3]，

这些度量被称为卷积芬斯勒度量.最近，卷积芬斯勒度量的研究取得重大进展[2−7]. Liu和Mo刻画了具有消失的

Douglas曲率的卷积芬斯勒度量[6]. Liu等研究了具有特殊黎曼性质的卷积芬斯勒度量[7].

在芬斯勒几何中，S曲率是一类非常重要的非黎曼几何量.其最早是 Shen在研究体积比较定理时引入的[8].

最近，学者们证明了 S 曲率在芬斯勒几何中扮演着一个非常重要的角色[9−11].众所周知，若芬斯勒度量 F 具

有迷向 S 曲率，即对于流形M 上的数量函数 c(x)有 S = (n+1)c(x)F，且 F 具有数量曲率 K = K(x,y)，则有

K = 3cxm ym

F
+τ(x)，其中 τ(x)是流形M 上的数量函数[12].

在本文中，我们研究了卷积芬斯勒流形.考虑 n维卷积流形M := I×M̌，其中 I 是 R上的一个区间，M̌ 是

一个具有黎曼度量 α̌的 (n−1) 维流形. TM =
⋃

u∈M TuM 是M 上的切丛，其中 TuM 是 u∈M 的切空间，v 是

TuM 上的非零切向量，̌u∈ M̌ ，̌v为 TǔM̌ 上的非零切向量.在 TM 上定义如下非负函数：

F (u,v) := α̌(ǔ, v̌)φ
(

u1,
v1

α̌(ǔ, v̌)

)
,

其中：u = (u1, ǔ) ,v = v1 ∂
∂u1 + v̌，φ 是 R2上的一个正函数，则 F 被称为流形M 上的卷积芬斯勒度量[2].在本文

中指标规定如下：1≤A,B,C · · · ≤n, 2≤ i, j,k · · · ≤n，r =u1，̌u =(u2, . . . ,un)，M̌ 上的几何量正上方用“̌”标注.
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本文研究了在任意体积形式 dV =σ(x)dx1∧·· ·∧dxn下具有弱迷向 S 曲率的卷积芬斯勒度量，得到刻画此性质

的一个偏微分方程，如下面定理所述.

定理 1 n(≥ 3)维流形上的卷积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s) , r = u1, s = v1

α̌
具有弱迷向 S曲率当且仅当下式成

立 {
−s(lnσ)r−sη1(u)= (n+1)c(u)φ−(Φ−sΨ)s−(n+1)Ψ,

Γ̌i
ik(ǔ)= (lnσ)uk +ηk(u),

(1)

其中: Γ̌k
ij(ǔ)是黎曼度量 α̌下的克里斯托费尔符号.

应用此定理，我们构造很多具有消失 S曲率的 Douglas 型卷积芬斯勒度量的例子.

1 预备知识

设M 是一个流形，TM =
⋃

x∈M TxM 是M 上的切丛，其中 TxM 是点 x∈M 的切空间，TM 0 =TM\{0}为
M 上带孔切丛.一个芬斯勒度量就是没有二次型限制的黎曼度量.

定义 1 设M 是一个 n维光滑流形. F :TM → [0,∞)是其切丛 TM 上的非负函数. 如果 F 满足如下条件：

(1) F 在带孔切丛 TM 0上是 C∞函数；

(2) F 关于向量 y正 1次齐次，即 F (x,λy)= λF (x,y), ∀λ> 0, (x,y)∈TM；

(3)对于任意 (x,y)∈TM，TM 上的对称双线性形式 gy 是正定的，其中

gy(u,v)=
1
2

∂2

∂s∂t
[F 2(y+su+ tv)]|s,t=0, u,v ∈TxM,

则称 F 是流形M 上的芬斯勒结构或芬斯勒度量.具备芬斯勒度量的微分流形M 被称为芬斯勒流形或芬斯勒空

间，记作 (M,F ).

流形M 上的一个喷射 G是带孔切丛 TM 0上的一个特殊向量场，它满足：

(i)在局部坐标系 (xi,yi)下，

G = yi ∂

∂xi
−2Gi ∂

∂yi
,

其中: Gi(x,λy)= λ2Gi(x,y) (∀λ> 0)被称为喷射系数(或测地系数)；

(ii) Gi在非零点 (x,y)是 C∞的.特别地，芬斯勒度量 F 在 TM 0上诱导一个特殊的喷射 G，其测地系数为

Gi =
1
4
gil{[F 2]xkylyk− [F 2]xl}.

下文涉及的测地系数 Gi均指这种特殊喷射的测地系数.

在黎曼几何中，黎曼度量 g = gij(x)dxi
⊗

dxj 确定了唯一的黎曼体积元 dVg =
√

det(gij)dx1∧ . . .∧dxn.但在

芬斯勒几何中，可以有各种体积元.令 dV = σ(x)dx1∧· · ·∧dxn为流形M 的体积形式，其中 σ = σ(x)是流形M

上的数量函数.比较常用的体积元有两种：Busemann-Hausdorff体积元和 Holmes-Thompson体积元.当芬斯勒

度量为黎曼度量时，这两种体积元都化成黎曼体积元.

芬斯勒度量 F 的畸变定义为 τ := ln
√

det(gij)

σ(x)
.

引理 1 对于任一点 x∈M 和任一非零向量 y ∈ TxM，设 γ = γ(t)是以 γ(0) = x为起点，γ′(0) = y为初始向

量的测地线.令

S(x,y) :=
d[τ(γ(t),γ′(t))]

dt

∣∣∣∣
t=0

,

则 S =S(x,y)称为芬斯勒流形的 S曲率.

设 (x,y)是 TM 的局部坐标，Gi(x,y)是喷射系数.在体积形式 dV =σ(x)dx1∧·· ·∧dxn下，S曲率的表达式

为

S =
∂Gk

∂yk
−yk ∂

∂xk
(lnσ).

定义 2设 (M,F )是 n维芬斯勒流形，S(x,y)是它的 S 曲率.设 c= c(x)是M上的一个数量函数，η = ηi(x)yi

是M 上的 1形式.



第 6期 徐晓慧，等：具有弱迷向 S曲率的卷积芬斯勒度量 683

(i)若

S =(n+1)cF +η, (2)

则称 F 具有弱迷向 S曲率；

(ii)若 (2)中 1形式 η是闭的，即 dη =0,则称 F 具有殆迷向 S曲率；

(iii)若 (2)中 η =0，则称 F 具有迷向 S曲率；

(iv)若 (2)中 η =0，并且 c为常数，则称 F 具有常数 S曲率.

2 具有弱迷向 S 曲率的卷积芬斯勒度量
卷积芬斯勒度量的测地系数如下:

G1 =Φα̌2, Gi = Ǧi +Ψα̌2 ľi, (3)

其中: ľi = vi

α̌
，Ǧi是指黎曼度量 α̌下的测地系数，ω =φ2, Φ,Ψ如下定义

Φ=
s2 (ωrωss−ωsωrs)−2ω (ωr−sωrs)

2(2ωωss−ω2
s)

,Ψ=
s(ωrωss−ωsωrs)+ωrωs

2(2ωωss−ω2
s)

. (4)

经直接计算，可得
∂G1

∂v1
=Φsα̌,

∂Gk

∂vj
=

∂Ǧk

∂vj
+(Ψ−sΨs)α̌ľj ľ

k +Ψα̌δk
j .

其中: ľj = α̌vj，Ǧk是指黎曼度量 α̌下的测地系数.

在流形M 上任取体积形式 dV =σ(r, ǔ)dr∧du2∧ . . .∧dun.此时 S曲率可表示为

S =
∂GA

∂vA
−vB ∂

∂uB
(lnσ(u)). (5)

由式(3)，通过直接计算可得

S =(Φ−sΨ)sα̌+(n+1)α̌Ψ+Γ̌i
ik(ǔ)vk−(lnσ(u))uAvA, (6)

其中: Γ̌k
ij(ǔ)是黎曼度量 α̌下的克里斯托费尔符号.

引理 2 如果在 n(≥ 3)维卷积芬斯勒流形上存在一形式 β (即 β = b1(r, ǔ)v1 +bk(r, ǔ)vk)，使得 β = fα̌，其中

f = f(r, ǔ,s)，那么 f = b1(r, ǔ)s，且 bk(r, ǔ)= 0.此时 β = b1(r, ǔ)v1.

证明将式 β = fα̌对 vi求导，可得 bi =(f−sfs)ľi.再次对上式关于 vj 求导，可得

0= (f−sfs)ǎij +(s2fss +sfs−f)ľi ľj .

分别用 ľi ľj 和 ǎij 缩并上式，可得0= s2fss和 0= s2fss +(n−2)(f−sfs).

综上，f−sfs =0.解之得 f = c̃s，其中 c̃= c̃(r, ǔ).

将 f = c̃s代回 β = fα̌，得 b1(r, ǔ)v1 +bk(r, ǔ)vk = β = fα̌ = c̃sα̌ = c̃v1，即b1(r, ǔ)v1 +bk(r, ǔ)vk = c̃v1. 显然有

b1(r, ǔ)= c̃, bk(r, ǔ)= 0，亦即 f = b1(r, ǔ)s，且 β = b1(r, ǔ)v1.

定理 1的证明如果卷积芬斯勒度量 F 具有弱迷向 S曲率，即 S =(n+1)c(r, ǔ)F +η.则由式 (2)和 (6)，可得

α̌(Φ−sΨ)s +(n+1)α̌Ψ+vkΓ̌i
ik(ǔ)−vA(lnσ(u))uA =(n+1)c(u)α̌φ+vAηA(u),

其中: c= c(u)是M 上的数量函数.上式可改写成

vkΓ̌i
ik(ǔ)−vA(lnσ(u))uA−vAηA(u)= [(n+1)c(u)φ−(Φ−sΨ)s−(n+1)Ψ]α̌.

将之简记为

β = f(r, ǔ,s)α̌, (7)

其中



684 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2021年

β = vkΓ̌i
ik(ǔ)−vA(lnσ(u))uA−vAηA(u)

即 b1(r, ǔ)=−(lnσ(u))r−η1(u), bk(r, ǔ)= Γ̌i
ik(ǔ)−(lnσ(u))uk −ηk(u)是卷积芬斯勒流形上的一形式，且

f(r, ǔ,s)= (n+1)c(u)φ−(Φ−sΨ)s−(n+1)Ψ

是 r, ǔ和 s的函数.

根据引理 2，可得 f = b1(r, ǔ)s，且 β = b1(r, ǔ)v1. 即 (n + 1)c(u)φ− (Φ− sΨ)s − (n + 1)Ψ = −((lnσ(u))r −
η1(u))s, Γ̌i

ik(ǔ)−(lnσ(u))uk −ηk(u)= 0，此即方程组(1).

反之，显然成立.

注记：由定理 1可知 S曲率不仅与体积元 σ(u)相关，还与黎曼度量 α̌和函数 φ相关.

3 具有迷向 S曲率的卷积芬斯勒度量
由定理 1可得如下定理.

定理 2 若卷积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s) , r =u1, s= v1

α̌
具有消失的 S曲率当且仅当

(Φ−sΨ)s +(n+1)Ψ−s(lnσ)r =0, (8)

且 Γ̌i
ik(ǔ)= (lnσ)uk .

注记: 由定理2可知，具有消失的 S 曲率的卷积芬斯勒度量不仅与黎曼度量 α̌和函数 φ相关，还依赖于流

形的体积元 σ(u) .

性质 1 若卷积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s) , r = u1, s = v1

α̌
具有消失的 S 曲率，则 (lnσ)r 只是 r的函数，与 ǔ

无关.

证明因为卷积芬斯勒度量具有消失的 S曲率，令 (8)式中 (Φ−sΨ)s +(n+1)Ψ= t. 则 (8)式改写为

t = s(lnσ)r. (9)

此式两边关于 s求偏导，得ts =(lnσ)r.
将此式代回 (9)式，得 t = sts.解之，存在函数 q = q(r)使得 t = sq(r)= s(lnσ)r.因此 q(r)= (lnσ)r.故 (lnσ)r

只是 r的函数，与 ǔ无关.

对 Douglas型卷积芬斯勒度量有如下定理.

引理 3([6]定理 1.1) 卷积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s) , r =u1, s= v1

α̌
是 Douglas型度量当且仅当 φ满足

(φ−sφs)r = [f(r)s2 +g(r)]φss, (10)

其中: f = f(r)和 g = g(r)是两个可微函数.

应用上面引理我们构造了具有消失 S曲率的 Douglas型卷积芬斯勒度量，如下所述.

例 1 令 φ = ekσ2s2
，其中 k < 0是常数，σ = σ(r).则卷积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s) , r = u1, s = v1

α̌
具有消失

的 S曲率.同时此卷积芬斯勒度量也是 Douglas型度量，其中 f(r) =−(lnσ)r 且 g(r) = 0.进一步，当 s2 <− 1
2kσ2

时，卷积芬斯勒度量 F 是正定的.

例 2 令 φ = k + s2

h(r)2
，且 σ = c

r
，其中 k 和 c 是正常数，h(r) 是任意非负可微函数. 则卷积芬斯勒度量

F = α̌φ(r,s) , r = u1, s = v1

α̌
具有消失的 S 曲率.它也是 Douglas型度量，其中 f(r) = (lnh(r))r 且 g(r) = 0.进一

步，当 s2 <kh(r)2时，卷积芬斯勒度量 F 是正定的.

例 3 令 φ =
∑k

i=0 ai( s
r
)i，且 σ = c

r
，其中 k 是任意正整数，c(> 0),ai(i = 0,1, · · · ,k)是任意常数.则卷积芬

斯勒度量 F = α̌φ(r,s) , r = u1, s = v1

α̌
具有消失的 S 曲率.它也是 Douglas型度量，其中 f(r) = 1

r
且 g(r) = 0.

特别地，如果 k = 4，当 a2 > 0, a3 = 0, a4 > 0, a2
2 +12a0a4 > 0, s2 <−a2−

√
a2
2+12a0a4

6a4
r2 或者 a2 > 0, a3 = 0, a4 <

0, a2
2+12a0a4 < 0, s2 <− a2

6a4
r2 时，卷积芬斯勒度量 F 是正定的.特别地，如果 k =2，当 a0 > 0, a2 > 0, s2 < a0

a2
r2

时，卷积芬斯勒度量 F 是正定的.
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