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摘 要：地区之间的人口流动是当前乃至今后一段时期COVID-19传播的主要途径之一. 基于病毒在人群和宿主之间

的传播规律以及人口迁移的影响,提出了一类具有迁移效应,无症状感染者和隔离措施的COVID-19传播动力学模型, 并

利用下一代矩阵方法给出了基本再生数的精确表达式. 进一步, 利用线性近似和构造Lyapunov函数的方法, 证明了当基

本再生数小于1时, 无感染平衡态是全局渐近稳定的; 而当基本再生数大于1时, 疾病是一致持久的. 数值模拟解释了主

要的理论结果并验证了防控措施的可行性.
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Study on the Transmission Dynamics Model of COVID-19

with Population Mobility
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Abstract： Population flow is one of the main ways of COVID-19 transmission at present and in the future.

Based on the law of virus transmission between people and hosts, and the influence of population migration, a kind

of COVID-19 transmission dynamic model with migration effect, asymptomatic infection and isolation measures

is proposed, and the accurate expression of basic reproduction number is given by using next generation matrix

method. Further, by using the method and skill of linear approximation and Lyapunov function, it is proved that

when the basic reproduction number is less than 1, the disease-free equilibrium is globally asymptotically stable;

when the basic reproduction number is greater than 1, the disease is uniformly persistent. Numerical simulation

explains the main theoretical results and verifies the feasibility of the control measures.

Key words：COVID-19 transmission model; population mobility; basic reproduction number; disease-free equi-

librium and endemic equilibrium; stability and persistence

0 引 言

新型冠状病毒肺炎（Corona Virus Disease 2019, COVID-19）是一种传染性极强的多宿主传染病, 其病原体

不仅可以在野生动物中长期存活并造成动物之间的传播, 也可以通过野生动物传播给人类. 利用数学模型预测

疾病的流行趋势对评估公共卫生和制定防控策略有着重要的意义. 目前, 新型冠状病毒肺炎流行病学模型的研

究引起了国内外众多学者的广泛关注, 得到了一系列重要的研究成果[1−4]. 众所周知, 从新型冠状病毒被发现到

疫情在全球各地暴发, 人口的流动起到了推波助澜的作用. 事实上, 许多传染病在传播过程中, 染病者从一个地

区到另一个地区的迁移也加速了疾病在各个地区之间的快速蔓延. 因此，在过去的几十年里，众多国内外学者
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建立了具有人口迁移影响传染病的模型,讨论了人口迁移对疾病传播的影响.例如,文献[5]提出了一类包括感染

个体迁移和可变人口规模在内的疾病传播模型, 研究了地方病平衡态的存在性与稳定性. 文献[6-7]提出了具有

种群迁移效应的两斑块传染病模型,给出了基本再生数的表达式,并讨论了迁移率对疾病消除和流行的影响.进

一步, 文献[8]系统地给出了斑块环境的传染病模型基本再生数的第二代矩阵方法. 对于斑块迁移模型的研究还

有一系列重要的成果[9−10]. 基于目前新型冠状病毒肺炎在世界各地区不断蔓延，人口流动的不断增加以及无症

状感染者的不断涌现,本文提出了具有人口迁移和无症状感染者的两斑块COVID-19传播模型,研究模型各类平

衡点的存在性与稳定性, 探讨防控措施对疾病流行的影响.

1 模型建立

根据COVID-19的主要流行病特征, 将两个区域的人群分为以下五类: 易感人群、无症状感染人群、有症状

感染人群、隔离的人群和康复人群, 他们在t时刻的数量分别记为Si(t), Ai(t), Ii(t), Qi(t), Ri(t)(i = 1,2); 将媒介

分为两类: 易感媒介和染病媒介, 它们在t时刻的数量分别记为Sv(t), Iv(t). 假设在第一个斑块上, COVID-19不

仅在野生动物间传播, 也通过野生动物传播给人类, 同时病毒也在人与人之间传播; 而在第二个斑块上, 考虑到

区域的差异性, 病毒仅在人与人之间传播. 进一步, 假设两个斑块之间仅考虑单向迁移, 即斑块1的人群会向斑

块2迁移. 根据以上假设, 建立如下常微分方程模型




dS1(t)
dt

=Λ1−βvhS1(t)Iv(t)−β1S1(t)(A1(t)+p1I1(t))−µ1S1(t)− mS1(t)

dA1(t)
dt

=(1−κ1) [βvhS1(t)Iv(t)+β1S1(t)(A1(t)+p1I1(t))]−α1A1(t)−θ1q1A1(t)−µ1A1(t)−ρmA1(t)

dI1(t)
dt

=κ1 [βvhS1(t)Iv(t)+β1S1(t)(A1(t)+p1I1(t))]+α1A1(t)−q1I1(t)−µ1I1(t)

dQ1(t)
dt

=θ1q1A1(t)+q1I1(t)−γ1Q1(t)−µ1Q1(t)

dR1(t)
dt

=γ1Q1(t)−µ1R1(t)

dSv(t)
dt

=Λv−βvvSv(t)Iv(t)−µvSv(t)

dIv(t)
dt

=βvvSv(t)Iv(t)−µvIv(t)

(1)

和 



dS2(t)
dt

=Λ2−β2S2(t)(A2(t)+p2I2(t))−µ2S2(t)+mS1(t)

dA2(t)
dt

=(1−κ2) [β2S2(t)(A2(t)+p2I2(t))]−α2A2(t)−θ2q2A2(t)−µ2A2(t)+ρmA1(t)

dI2(t)
dt

=κ2β2S2(t)(A2(t)+p2I2(t))+α2A2(t)−q2I2(t)−µ2I2(t)

dQ2(t)
dt

=θ2q2A2(t)+q2I2(t)−γ2Q2(t)−µ2Q2(t)

dR2(t)
dt

=γ2Q2(t)−µ2R2(t)

(2)

模型其它参数及生物解释如下: Λi和Λv分别为人类和野生动物的补充率, µi和µv分别为人类和野生动物的自然

死亡率, βvh为病毒从感染野生动物到易感人类的传播率, βvv为病毒从感染野生动物到易感野生动物的传播率,

βi为病毒从无症状感染者到易感人类的传播率, piβi为病毒从有症状感染者到易感人类的传播率(0 <p < 1), κ为

易感者被感染后出现症状的可能性κ ∈ (0,1), γi为染病者的恢复率, m和ρm分别为斑块1中易感人类和无症状感

染者的迁移率, qi和θiqi分别为有症状和无症状感染者的隔离率, αi为无症状感染者到有症状感染者的转化率,

i=1,2.

令Nh(t) =
∑2

i=1(Si(t)+Ai(t)+Ii(t)+Qi(t)+Ri(t)), Nv(t) = Sv(t)+Iv(t), µ = min{µ1,µ2}, 则由模型(1)和模

型(2)可得
dNh(t)

dt
≤Λ1 +Λ2−µNh(t),

dNv(t)
dt

≤Λv−µvNv(t).
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因此, limsupt→+∞Nh(t)≤ (Λ1 +Λ2)/µ, limsupt→+∞Nv(t)≤Λv/µv. 故, 集合

Ω=
{
(Si(t),Ai(t), Ii(t), · · · ,Sv(t), Iv(t))∈R12

+ : 0≤Nh(t)≤ (Λ1 +Λ2)/µ,0≤Nv(t)≤Λv/µv

}
.

是模型(1)和(2)的正不变集. 本文主要在Ω区域内研究模型(1)和模型(2)的动力学性质.

2 无迁移模型的无感染平衡态的稳定性

模型(1)始终存在无感染平衡态E01(S0
1 ,0,0, 0,0,S0

v ,0), 其中S0
1 = Λ1/(µ1 +m), S0

v = Λv/µv. 下面采用下一代

矩阵方法[11]给出模型(1)基本再生数R01的表达式. 容易计算感染矩阵F和转移矩阵V在E01处分别表示为

F =




(1−κ1)β1
Λ1

µ1+m
(1−κ1)β1p1

Λ1
µ1+m

(1−κ1)βvh
Λ1

µ1+m

κ1β1
Λ1

µ1+m
κ1β1p1

Λ1
µ1+m

κ1βvh
Λ1

µ1+m

0 0 βvv
Λv

µv


 , V =




B 0 0

−α1 D 0

0 0 µv


 ,

其中：B =α1 +θ1q1 +µ1 +ρm, D =µ1 +q1. 因此, FV−1为

FV−1 =




(1−κ1)β1Λ1
(µ1+m)B

+ (1−κ1)β1p1α1Λ1
(µ1+m)BD

(1−κ1)β1p1Λ1
(µ1+m)D

(1−κ1)βvhΛ1
(µ1+m)µv

κ1β1Λ1
(µ1+m)B

+ κ1β1p1α1Λ1
(µ1+m)BD

κ1β1p1Λ1
(µ1+m)D

κ1βvhΛ1
(µ1+m)µv

0 0 βvvΛv

µ2
v


 .

通过直接计算可得R01 := ρ(FV−1)= max{Rv
01,Rh

01}, 其中,

Rv
01 =

βvvΛv

µ2
v

, Rh
01 =

(1−κ1)β1Λ1D+(1−κ1)β1p1α1Λ1 +κ1β1p1Λ1B

(µ1 +m)BD
.

容易计算, 模型(1)在任一平衡态Ẽ(S̄1, Ā1, Ī1, Q̄1, R̄1, S̄v, Īv)处的Jacobi矩阵为



−Θ−(µ1 +m) −β1S̄1 −β1p1S̄1 0 0 0 −βvhS̄1

(1−κ1)Θ (1−κ1)β1S̄1−B (1−κ1)β1p1S̄1 0 0 0 (1−κ1)βvhS̄1

κ1Θ κ1β1S̄1 +α1 κ1β1p1S̄1−D 0 0 0 κ1βvhS̄1

0 θ1q1 q1 ϕ 0 0 0

0 0 0 γ1 −µ1 0 0

0 0 0 0 0 −βvv Īv−µv −βvvS̄v

0 0 0 0 0 0 βvvS̄v−µv




(3)

其中：Θ= βvhĪv +β1(Ā1 +p1Ī1), ϕ =−γ1−µ1.

关于无感染平衡态的稳定性, 有下面的结论.

定理 1 若R01 < 1, 模型(1)的无感染平衡态E01是局部渐近稳定的, R01 > 1, 则不稳定.

证明 由(3)可知, 模型(1)在无感染平衡态E01处的特征方程为

(λ+µ1 +m)(λ+γ1 +µ1)(λ+µ1)(λ+µv) [λ−µv(Rv
01−1)]H1(λ)= 0 (4)

其中：H1(λ)= λ2 +a1λ+a2且

a1 =(B+D)
[
1− (1−κ1)β1Λ1 +κ1β1p1Λ1

(µ1 +m)(B+D)

]
, a2 =BD(1−Rh

01).

若Rh
01 < 1, 则a1 > 0, a2 > 0. 因此, 方程(4)的所有特征根均具有负实部. 故无感染平衡态E01是局部渐近稳定的.

当R01 > 1时, 则至少有一个特征值有正实部, 故E01不稳定.

为确保疾病的消除与初始状态无关, 需要验证无感染平衡态E01是全局渐近稳定的. 目前, 统计数据表明,

大部分易感者被COVID-19感染后都会经历无症状感染期,且在无症状阶段具有一定的感染力. 下面的结论给出

了κ1 =0时无感染平衡态E01的全局渐近稳定性.
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定理 2 若κ1 =0且R01 < 1, 则模型(1)的无感染平衡态E01是全局渐近稳定的.

证明 考虑下面的Lyapunov函数

V (t)= w1

(
S1−S0

1−S0
1 ln

S1

S0
1

)
+w2A1 +w3I1 +w4

(
Sv−S0

v−S0
v ln

Sv

S0
v

)
+w5Iv,

其中,

w1 =w2 =B, w3 =
Λ1β1p1B

(µ1 +m)D
, w4 =w5 =

βvhΛ1B

(µ1 +m)(1−Rv
01)µv

.

直接计算函数V (t)沿模型(3)的全导数可得

dV (t)
dt

=w1

(
S1−S0

1

S1

)
[Λ1−βvhS1Iv−β1S1(A1 +p1I1)−µ1S1−mS1]

+w2{[βvhS1Iv +β1S1(A1 +p1I1)]−BA1}+w3(α1A1−DI1)

+w4

(
Sv−S0

v

Sv

)
(Λv−βvvSvIv−µvSv)+w5(βvvSvIv−µvIv)

≤−(µ1 +m)B
(S1−S0

1)
2

S1

− βvhΛ1B

(µ1 +m)(1−Rv
01)

(Sv−S0
v)2

Sv

−(1−Rh
01)BA1.

因此, 若R01 < 1, 则dV (t)/dt≤ 0, 且{E01}是{(S1,A1, I1,Sv, Iv) ∈ Ω | dV (t)/dt = 0}中最大的不变集. 由LaSalle不

变原理[12]可知, E01在Ω内是全局渐近稳定的.

对于模型(2), 如果不考虑迁移效应对疾病传播的影响, 即, m = 0, 类似于模型(1)的讨论, 模型(2)的基本再

生数为

R02 =
(1−κ2)β2Λ2(q2 +µ2)+(1−κ2)β2p2α2Λ2 +κ2β2p2Λ2(α2 +θ2q2 +µ2)

µ2(µ2 +q2)(α2 +θ2q2 +µ2)
.

类似于定理1和2的证明, 有下面的结论.

定理 3 若m = 0且R02 < 1, 则模型(2)的无感染平衡态E02(Λ2/µ2,0,0,0,0)是局部渐近稳定的, R02 > 1, 则不

稳定.

定理 4 若κ2 =m =0且R02 < 1, 则模型(2)的无感染平衡态E02是全局渐近稳定的.

3 无迁移效应模型的地方病平衡态的稳定性

本节将分别讨论无迁移效应下,模型(1)和(2)的地方病平衡态的存在性与稳定性. 设E∗
1 (S∗1 , A∗

1, I
∗
1 ,Q∗

1,R
∗
1,S

∗
v ,

I∗v )为模型(1)的正平衡态, 则

S∗1 =
(1−κ1)Λ1−BA∗

1

(1−κ1)(µ1 +m)
, I∗1 =

κ1B+(1−κ1)α1

(1−κ1)D
A∗

1, R∗
1 =

γ1Q
∗
1

µ1

,

Q∗
1 =

(1−κ1)θ1q1D+κ1q1B+(1−κ1)q1α1

(1−κ1)(µ1 +γ1)D
A∗

1, S∗v =
µv

βvv

, I∗v =
Λvβvv−µ2

v

µvβvv

.

这里, A∗
1是方程g(x)= ax2 +bx+c=0的根,

a=− B2

(1−κ1)Λ1

Rh
01, b =B(Rh

01−1)− βvhµvB(Rv
01−1)

(µ1 +m)βvv

, c=
(1−κ1)βvhµvΛ1(Rv

01−1)
(µ1 +m)βvv

.

显然当Rh
01 > 1时a < 0, 当Rv

01 > 1时c > 0. 因此, 当R01 > 1时, 方程g(x) = 0存在唯一的正根, 即模型(1)存在唯一

的地方病平衡态.

由于地方病平衡态的表达式相对复杂, 这就导致在验证特征方程的根都具有负实部时的阈值条件下很难验

证. 虽然这个工作可以借助数学软件来完成, 但是整个过程过于繁琐且得到的条件很难验证. 因此, 此处仅讨

论κ1 =βvh =0时模型(1)地方病平衡态的稳定性.

定理 5 若κ1 =βvh =0且R01 > 1, 则模型(1)的地方病平衡态E∗
1是局部渐近稳定的.

证明 当κ1 =0时, S∗1 =BD/β1(D+p1α1). 模型(1)在地方病平衡态E∗
1处的局部稳定性可由其特征方程决定

(λ+βvvI
∗
v +µv)(λ−βvvS

∗
v +µv)(λ+γ1 +µ1)(λ+µ1)H2(λ)= 0 (5)
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这里, H2(λ)= λ3 +a1λ
2 +a2λ+a3且

a1 =C +µ1 +m+B+D−β1S
∗
1 =C +µ1 +m+B+D− BD

D+p1α1

>C +µ1 +m+D,

a2 =(C +µ1 +m)(B+D)+BD−β1S
∗
1 (µ1 +m+D+p1α1) >C(B+D)+(µ1 +m)D,

a3 =BCD−(µ1 +m)β1DS∗1 +(µ1 +m)BD−(µ1 +m)β1p1α1S
∗
1 =BCD,

C =β1(A∗
1 +p1I

∗
1 )= (µ1 +m)(Rh

01−1). 显然, 当Rh
01 > 1时, 则a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0且

a1a2−a3

=(C +µ1 +m+B+D−β1S
∗
1 ) [(C +µ1 +m)(B+D)+BD−β1S

∗
1 (µ1 +m+D+p1α1)]−BCD

≥CD2 +C(B+D)(C +µ1 +m)+(µ1 +m)D(C +µ1 +m+D) > 0.

因此, 由Routh-Hurwitz准则可知, 当R01 > 1时, 特征方程H2(λ) = 0的所有特征根均具有负实部. 进而, 特征方

程(5)的所有特征根均具有负实部. 即, 模型(1)的地方病平衡态E∗
1是局部渐近稳定的.

关于模型(1)中疾病的一致持久性有下面的结论.

定理 6 若βvh =0且R01 > 1,则模型(1)是一致持久的. 即,存在正常数ε,使得liminft→∞(S1(t), A1(t), I1(t),Q1(t),

R1(t),Sv(t), Iv(t))≥ (ε,ε,ε,ε,ε,ε,ε).

证明 由模型(1)的第一个和第六个方程可知

dS1(t)
dt

≥Λ1−
(

β1Λ1

µ1 +m
+µ1 +m

)
S1(t),

dSv(t)
dt

≥Λv−
(

βvvΛv

µv

+µv

)
Sv(t),

故

liminf
t→∞

S1(t)≥ Λ1(µ1 +m)
β1Λ1 +(µ1 +m)2

:= ε1, liminf
t→∞

Sv(t)≥ Λvµv

βvvΛv +µ2
v

:= ε6.

类似的, 若liminft→∞ Iv(t)≥ ε7 > 0, 可以证明存在常数ε2 > 0和ε3 > 0使得liminft→∞A1(t)≥ ε2, liminft→∞ I1(t)≥
ε3. 进而, 存在常数ε4 > 0和ε5 > 0使得liminft→∞Q1(t) ≥ ε4, liminft→∞R1(t) ≥ ε5. 因此, 现只需证明存在正常

数ε7使得liminft→∞ Iv(t)≥ ε7.

令X= {(S1,A1, I1,Q1,R1,Sv, Iv) |S1 > 0,A1≥ 0, I1≥ 0,Q1≥ 0,R1≥ 0,Sv > 0, Iv ≥ 0}, X0 = {(S1,A1, I1,Q1,R1,

Sv, Iv)∈X |A1+I1+Iv > 0}, ∂X0 =X\X0 = {(S1,A1, I1,Q1,R1,Sv, Iv)∈X |A1I1Iv =0}. 显然, X和X0都是模型(1)的

正向不变集. 进一步, 令M∂ = {(S1(0), · · · , Iv(0)) | (S1(t),A1(t), I1(t),Q1(t),R1(t),Sv(t), Iv(t)) ∈ ∂X0,∀t≥ 0}. 下面
证明 M∂ = {(S1, 0, 0, Q1,R1,Sv,0) |S1 > 0,Q1≥ 0,R1≥ 0,Sv > 0}. 事实上，如果(S1(0),A1(0), I1(0),Q1(0),R1(0),

Sv(0), Iv(0)) ∈ M∂ , 则有A1(t) = I1(t) = Iv(t) ≡ 0, t ≥ 0. 如若不然, 假设存在某个t0 ≥ 0使得A1(t0) > 0,

或I1(t0) > 0, 或Iv(t0) > 0成立, 则有(S1(t),A1(t), I1(t),Q1(t),R1(t),Sv(t), Iv(t)) ∈ X0. 这与(S1(0),A1(0), I1(0),

Q1(0),R1(0),Sv(0), Iv(0))∈M∂矛盾.

记ω(S1(0),A1(0), I1(0),Q1(0),R1(0),Sv(0), Iv(0))为从初始值(S1(0),A1(0), I1(0), Q1(0), R1(0), Sv(0), Iv(0))∈
X出发的解轨线的ω极限集. 令集合Ω′ =∪{ω(S1(0), A1(0), I1(0), Q1(0), R1(0),Sv(0), Iv(0)) | (S1(0),A1(0), I1(0),

Q1(0),R1(0),Sv(0), Iv(0)) ∈M∂}, 则在集合M∂上我们有A1(t) = I1(t) = Iv(t) = 0恒成立. 因此, 在集合M∂上, 模

型(1)退化为如下子系统 



dS1(t)
dt

=Λ1−(µ1 +m)S1(t)

dQ1(t)
dt

=−(γ1 +µ1)Q1(t)

dR1(t)
dt

=γ1Q1(t)−µ1R1(t)

dSv(t)
dt

=Λv−µvSv(t)

(6)

显然,模型(6)存在唯一的平衡态Ẽ01 =(Λ1/(µ1+m),0,0,Λv/µv)且是全局渐近稳定的. 因此, Ẽ01是模型(1)在M∂上

的唯一平衡态且是全局渐近稳定的. 因此Ω′ = {Ẽ01}, 且Ẽ01为Ω′的一个孤立的非循环的覆盖.
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最后, 证明

limsup
t→∞

d((S1(t),A1(t), I1(t),Q1(t),R1(t),Sv(t), Iv(t)), Ẽ01) > 0 (7)

其中(S1(t),A1(t), I1(t),Q1(t),R1(t),Sv(t), Iv(t))是模型(1)满足初值(S1(0),A1(0), I1(0),Q1(0),R1(0), Sv(0), Iv(0)) ∈
X0的解. 由文献[13]可知,若W s(Ẽ01)∩X0 = ∅成立, W s(Ẽ01)为Ẽ01的稳定流形,则(7)成立. 假设W s(Ẽ01)∩X0 = ∅不
成立,则存在一个(S1(0),A1(0), I1(0),Q1(0),R1(0),Sv(0), Iv(0))∈X0使得从该初值出发的解(S1(t),A1(t), I1(t),Q1(t),

R1(t),Sv(t), Iv(t))∈X0满足当t→∞时, 有

S1(t)→ Λ1

µ1 +m
, A1(t)→ 0, I1(t)→ 0, Q1(t)→ 0, R1(t)→ 0, Sv(t)→ Λv

µv

, Iv(t)→ 0 (8)

若Rh
01 > 1, Rv

01 > 1, 则可以选取充分小的ε, 使得

δ1 :=
[(1−κ1)β1D+(1−κ1)β1p1α1 +κ1β1p1B]

(
Λ1

µ1+m
−ε

)

BD
−1 > 0, δ2 :=

βvv

(
Λv

µv
−ε

)

µv

−1 > 0.

进一步, 由(8)可知, 对上述的ε, 存在一个T > 0使得
∣∣∣∣S1(t)− Λ1

µ1 +m

∣∣∣∣ <ε,

∣∣∣∣Sv(t)− Λv

µv

∣∣∣∣ <ε, 0 <A1(t), I1(t),Q1(t),R1(t), Iv(t) <ε (9)

选取W (t)= (1+D/α1p1)A1(t)+BI1(t)/α1 +Iv(t), 则W (t)沿模型(1)的全导数为

dW (t)
dt

=(1+
D

α1p1

){(1−κ1)[β1S1(t)(A1(t)+p1I1(t))−BA1(t)]}+(βvvSv(t)−µv)Iv(t)

+
B

α1

{κ1[β1S1(t)(A1(t)+p1I1(t))+α1A1(t)−DI1(t)]}

≥ BD

α1p1


 [(1−κ1)β1D+(1−κ1)β1p1α1 +κ1β1p1B]

(
Λ1

µ1+m
−ε

)

BD
−1


A1(t)

+
BD

α1


 [(1−κ1)β1D+(1−κ1)β1p1α1 +κ1β1p1B]

(
Λ1

µ1+m
−ε

)

BD
−1


I1(t)+µv

[
βvv (Λv/µv−ε)

µv

−1
]
Iv(t).

故当t→∞时, W (t)→∞. 这与W (t)有界矛盾,故不等式(7)成立. 因此,根据文献[14]中的定理4.6可知,存在一个

常数ε7 > 0,使得liminft→∞ Iv(t)≥ ε7. 令ε =min{ε1,ε2, · · · ,ε7},则有liminft→∞(S1(t), A1(t), I1(t),Q1(t),R1(t),Sv(t),

Iv(t))≥ (ε,ε,ε,ε,ε,ε,ε).

类似的, 关于模型(2)在m =0时地方病平衡态的存在性与稳定性以及疾病的持久性, 我们有下列结论.

定理 7 若κ2 =m =0且R02 > 1, 则模型(2)的地方病平衡态E∗
2是局部渐近稳定的, 这里

S∗2 =
(1−κ2)Λ2−(α2 +θ2q2 +µ2)A∗

2

(1−κ2)µ2

, I∗2 =
κ2(α2 +θ2q2 +µ2)+(1−κ2)α2

(1−κ2)(q2 +µ2)
A∗

2,

R∗
2 =

γ2Q
∗
2

µ2

, Q∗
2 =

(1−κ2)(q2 +µ2)θ2q2 +κ2q2(α2 +θ2q2 +µ2)+(1−κ2)q2α2

(1−κ2)(µ2 +q2)(µ2 +γ2)
A∗

2.

定理 8 若m =0且R02 > 1, 则模型(2)是一致持久的. 即, 存在正常数ε, 使得liminf
t→∞

(S2(t),A2(t), I2(t),Q2(t),

R2(t))≥ (ε,ε,ε,ε,ε).

4 全系统的稳定性分析

显然, 全系统(1)和(2)总存在无感染平衡态E0(S0
1 ,0,0,0,0,S0

v ,0,S0
2 ,0,0,0,0), 其中

S0
1 =

Λ1

µ1 +m
, S0

v =
Λv

µv

, S0
2 =

Λ2

µ2

+
mΛ1

µ2(µ1 +m)
,

Rh
01 =

(1−κ1)β1D+(1−κ1)β1p1α1 +κ1β1p1B

BD
S0

1 , Rv
01 =

βvvS
0
v

µv

,

R̃02 =
(1−κ2)(q2 +µ2)β2 +(1−κ2)β2p2α2 +κ2β2p2(α2 +θ2q2 +µ2)

(µ2 +q2)(α2 +θ2q2 +µ2)
S0

2 .
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令R0 =max{R01,R̃02}, 关于全系统的无感染平衡态的稳定性, 有下面的结论.

定理 9 当R0 < 1时, 全系统(1)和(2)的无感染平衡态E0是局部渐近稳定的, 而当R0 > 1时, 是不稳定的.

证明 全系统(1)和(2)在无感染平衡态E0处线性化系统系数矩阵的特征方程为

(λ+µ1 +m)(λ+γ1 +µ1)(λ+µ1)(λ+µv) [λ−µv(Rv
01−1)](λ+µ2)H1(λ)H3(λ)= 0 (10)

其中H3(λ)= λ2+a1λ+a2, a1 =α2+θ2q2+µ2−(1−κ2)β2S
0
2+q2+µ2−κ2β2p2S

0
2 , a2 =(α2+θ2q2+µ2)(q2+µ2)(1−R̃02).

通过直接计算可知, 当R̃02 < 1时, 有a1 > 0, a2 > 0. 因此, 当R0 < 1时, 方程(10)所有特征根皆是负的. 即, 无感染

平衡态E0是局部渐近稳定的. 而当R0 > 1, 至少有一个特征根为正的, 故无感染平衡态E0是不稳定的.

由定理5∼定理8, 关于全系统(1)和(2)边界平衡态的存在性与稳定性, 疾病的持久性, 我们有如下结论.

定理 10 假设κ2 =0,若R01 < 1而R̃02 > 1,则全系统(1)和(2)的边界平衡态(S0
1 ,0,0,0,0,S0

v ,0, S∗2 ,A∗
2, I

∗
2 ,Q∗

2,R
∗
2)

是局部渐近稳定的.

定理 11 若R01 > 1, 全系统(1)和(2)是一致持久的.

注 定理11表明, 如果高风险地区的疫情得不到控制, 那么要么彻底阻断高风险地区向低风险地区的人口流

动, 要么对高风险地区的流出人员进行必要的筛查和隔离措施, 把牢外防输入关口.

5 数值模拟

为了解释主要的理论结果, 探讨防控措施的有效性, 我们给出相应的数值模拟, 这里使用四阶的Runge-

Kutta方法和数学软件MATLAB进行数值模拟. 选取模型的基本参数为

Λ1 =1,Λ2 =1,Λv =1 000,µ1 =
1

70×365
,µ2 =

1
70×365

,µv =
1

1×365
,

直接计算基本再生数为R0 = 0.93 < 1, 此时染病人口和染病媒介的数量均趋于零, 即无感染平衡态E0是局部渐

近稳定的, 如图1左图所示. 而当R0 =14.878 6 > 1, 图1右图表明地方病平衡态是局部渐近稳定的.

图 1 系统(1)和系统(2)无感染平衡态和地方病平衡态的稳定性

图 2 隔离率q1以及迁移率m对COVID-19的影响
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下面讨论隔离率和人口迁移率对COVID-19传播的影响. 为此, 依次选取隔离率q1的值为0.07, 0.09, 0.11, 从

图2的左图不难看出, 随着q1增大第一个斑块的染病人数显著减小. 换句话说, 在疾病的传播过程中对染病者进

行及时有效的隔离,是控制疾病的重要措施之一.另一方面,如果将第一斑块到第二斑块的迁移率m的值从0.1增

加到0.2和0.3, 图2的右图显示随着m的增加, 第二个斑块病例的峰值有明显的增加, 这将对第二斑块的疫情防控

带来极大的隐患,给有限的医疗资源带来严峻挑战,特别是发展中国家和欠发达地区. 因此,对本地区的COVID-

19的疑似病例或确诊病例进行必要的隔离, 对疫情高风险地区的外来人口实施严格的医学观察依旧是当前乃至

今后一段时期疫情防控的重要措施.

6 结论与讨论

考虑到地区之间的人口流动和COVID-19传播过程中无症状感染者的普遍存在性, 以及基于当前疫情防控

措施, 本文提出了一类具有人口迁移效应和隔离策略的两斑块COVID-19传播数学模型. 首先, 不考虑迁移效应

下,给出了各子系统的基本再生数的精确表达式,其决定了无感染平衡态和地方病平衡态的存在性与稳定性,以

及疾病的持久性. 进一步, 讨论了全系统的无感染平衡态的稳定性, 以及各斑块基本再生数大于1或小于1的情

形下全系统各类边界平衡点的存在性与稳定性, 疾病的持久性.

在当前疫情防控局势依旧严峻, 国内疫情零星散发, 在全国复工复产有序推进下, 人口流动不可避免. 在此

背景下,各个地区如何采取有效的防控措施,降低疫情对人民生产生活的影响,一直是各级政府和疾病防控部门

关注的重点问题之一. 依据本文所建立的模型和得到的理论结果与数值模拟, 我们不难发现: (1) 严把高风险地

区人员的流出,特别是对高风险地区流出人员进行必要的筛查并进行医学观察是低风险地区疫情防控的第一道

防线; (2) 对于低风险地区内部, 疫情防控的重点应当放在对高风险人群的定期筛查方面, 通过及时的筛查将无

症状感染者在感染初期识别出来并进行有效的隔离, 避免疫情反弹.
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