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摘 要：对不确定微分方程中的时变参数进行估计．首先利用不确定极大似然估计的方法获得与观测值时刻对应的时

变参数估计值，然后将这一系列时变参数估计值利用回归分析的方法进行线性或者非线性拟合，得到时变参数估计．其

次为了验证时变参数估计值的合理性，给出了带有时变参数的不确定微分方程的 α-轨道及其性质和可决系数 R2，对时

变参数是否合理进行了评判．最后给出一个新型冠状病毒传播模型的数值实例验证估计方法的有效性．
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Maximum Likelihood Estimation of Time-Varying Parameters

in Uncertain Differential Equations

ZHANG Guidong, SHENG Yuhong

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：This paper focuses on the estimation of time-varying parameters in uncertain differential equations.

Firstly, the time-varying parameter estimates corresponding to the moments of observations were obtained by using

the method of uncertain maximum likelihood estimation, and then this series of time-varying parameter estimates

were fitted linearly or non-linearly by using the method of regression analysis to obtain the time-varying parameter

estimates. Secondly, in order to evaluate the reasonableness of the time-varying parameter estimates, the α- paths

and properties of the uncertain differential equations with time-varying parameters and the decidability factor

R2 were given, and the reasonableness of the time-varying parameters was evaluated. Finally, the validity of the

approach was tested by using the example of the COVID-19 infectious disease model.

Key words： uncertainty theory; uncertain differential equations; uncertain maximum likelihood estimation;

time-varying parameters

0 引 言

为了解决使用随机微分方程建模时会出现当时间趋于 0时其所描述对象的速度趋于无穷的问题, 文献 [1]

在建立不确定理论的基础之上,提出了刘过程[2],由于不确定(刘)过程的提出,不确定微分方程也被定义出来,不

确定微分方程是另一种对带有噪声影响的系统进行建模的数学工具, 其能够有效地避免上述用随机微分方程建

模所产生的问题. 不确定微分方程在很多领域得到了应用, 比如最优控制[3]、谣言传播[4]等. 在上述一些领域的
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研究与应用过程中, 演化出了延迟不确定微分方程[5]、带跳不确定微分方程[6], 等等. 对于这些不确定微分方程

来说,首要的研究问题是稳定性和解的存在唯一性. 在这方面文献 [7]研究了多维不确定微分方程解的存在唯一

性, 文献 [8]研究了不确定微分方程的稳定性, 文献 [9]研究了多因素不确定微分方程的 p-阶矩稳定, 等等. 其次

不确定微分方程中难免会出现一些未知的参数, 那么作为不确定微分方程研究的另一个部分, 不确定微分方程

的参数估计也被提出来. 文献 [10]首先利用最小二乘的思想获得了不确定微分方程的参数估计, 随后文献 [11]

利用矩的思想得到了不确定微分方程的参数估计, 但是矩估计在有些时候不能得到解, 于是文献 [12]就提出了

广义矩估计的概念来弥补这一缺陷.以及利用离散的数据通过 α-轨道的方法获得估计值[13],文献 [14]提出基于

解的不确定微分方程的参数估计方法, 文献 [15]提出高阶不确定微分方程的参数估计, 值得一提的是这些方法

都是用来估计常数未知参数的, 那么如何来估计随着时间变化的参数, 文献 [16]基于改写的矩估计方法得到了

时变参数的估计, 然而有时候矩估计方法会失效, 并且此研究也未说明获得的时变参数估计是否合理这一问题.

基于上述分析，本文提出一种新的估计时变参数的方法, 即改写不确定极大似然估计法, 利用样本数据得

到一些固定时刻的参数估计值, 然后利用拟合的思想将获得的参数估计值进行线性或者非线性拟合, 从而获得

时变参数估计, 并且给出一种时变参数拟合函数是否合理的判断方法, 即要求获得的时变参数拟合函数使得所

有样本数据都落在两条 α-轨道之间.

1 预备知识

这个部分将介绍不确定理论中的一些基本定理, 对于理解下文的推导以及证明十分有帮助.

定义 1[2−3] 假设 L是非空集合 Γ上的 σ代数, 集函数M : L→ [0,1]称为不确定测度, 若其满足下述公理:

公理 1 (正则性) 对于全集 Γ, 有M{Γ}=1,

公理 2 (对偶性) 对于任意的事件 Λ, 有M{Λ}+M{Λc}=1,

公理 3 (次可列可加性) 对于可数事件序列 Λ1, Λ2, · · · , 有

M
{ ∞⋃

i=1

Λi

}
≤

∞∑
i=1

M{Λi} ,

并将 (Γ,L,M)称为不确定空间.

公理 4 (乘积公理) 假设 (Γk,Lk,Mk) (k=1,2,· · ·)为不确定空间, 则有

M
{ ∞∏

k=1

Λk

}
=

∞∧
k=1

Mk {Λk},

其中: Λk为 Γk中的任意事件.

定义 2[2] 不确定测度M是一个单调递增集函数, 那么对于任给事件 Λ1, Λ2, 如果有 Λ1⊂Λ2, 那么有

M(Λ1)≤M(Λ2).

定义 3[2] 假设 ξ为不确定变量, 对于任给定的实数 x, 如果有

Φ (x)=M{ξ≤x}

成立, 那么 Φ (x )称为不确定变量 ξ的不确定分布函数.

定义 4[2] 假设 ξ为具有正则不确定分布 Φ (x )的不确定变量, 则逆函数 Φ−1 (α)称为 ξ的逆不确定分布.

定义 5[2] 假设 ξ为不确定变量, 若

E [ξ] =
∫ +∞

0

M{ξ≥x}dx−
∫ 0

−∞
M{ξ≤x}dx

两个积分中至少一个有限, 那么 E [ξ]称为不确定变量 ξ 的期望值. 并且若 ξ 是具有正则不确定分布 Φ (x )的不

确定变量, 那么期望等价于下面定义

E [ξ] =
∫ 1

0

Φ−1 (α)dα.
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定义 6[2] 假设 ξ是具有有限期望值 e的不确定变量, 那么

V [ξ] = E[(ξ−e)2]

称为不确定变量 ξ的方差.

定义 7[3] 不确定过程 Ct被称为刘过程, 若其满足:

(1) C0 =0并且对于所有的样本轨道都是 Lipschitz连续的,

(2) Ct具有平稳独立增量,

(3)对于 x∈<, 每个增量 Cs+t−Cs都服从正态不确定分布 N (0, t), 其分布函数为

Φt (x)=
(

1+exp
(
− πx√

3t

))−1

,

逆分布函数为

Φ−1
t (α)=

t
√

3
π

ln
α

1−α
.

定义 8[2] 假设 Ct为刘过程, f 和 g为可测实函数, 则

dXt = f(t,Xt)dt+g(t,Xt)dCt

称为不确定微分方程.

定义 9[2] 假设 α是 (0,1)中的数, 如果不确定微分方程

dXt = f(t,Xt)dt+g(t,Xt)dCt (1)

可以求解相应的常微分方程

dXα
t = f(t,Xα

t )dt+ |g(t,Xα
t )|Φ−1 (α)dt (2)

其中: Φ−1 (α)为标准正态不确定逆分布函数

Φ−1 (α)=
√

3
π

ln
α

1−α
,

那么常微分方程 (2)的解是不确定微分方程 (1)的 α-轨道.

2 未知时变参数的不确定极大似然估计

这一部分将推导利用观测数据得到不确定微分方程中未知时变参数的估计值.考虑带有未知时变参数的不

确定微分方程

dXt = f(t,Xt;µt)dt+g(t,Xt;θt)dCt (3)

其中: µt 和 θt 是需要估计的未知时变参数, 假设有 n个观测值 xt1 , xt2 , · · · , xtn
, 我们利用 m个观测值估计 µtj

和 θtj
(j =1,2, · · · ,n−m+1), 首先对当 t = t1时的 µt1 和 θt1 的极大似然估计值 µ∗t1 和 θ∗t1 分析如下, 对于不确定

微分方程 (3)进行 Euler差分, 得

Xti+1 =Xti
+f(ti,Xti

;µt1)(ti+1− ti)+g(ti,Xti
;θt1)

(
Cti+1−Cti

)
(i=1,2, · · · ,m−1) ,

则
Xti+1−Xti

−f(ti,Xti
;µt1)(ti+1− ti)

g(ti,Xti
;θt1)(ti+1− ti)

=

(
Cti+1−Cti

)

(ti+1− ti)
,

根据定义 7, 知道 (
Cti+1−Cti

)

(ti+1− ti)
∼N (0,1) ,
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那么会有
Xti+1−Xti

−f(ti,Xti
;µt1)(ti+1− ti)

g(ti,Xti
;θt1)(ti+1− ti)

∼N (0,1) (4)

将观测数据代入方程 (4), 则有

hi1 (µt1 ,θt1)=
xti+1−xti

−f(ti,xti
;µt1)(ti+1− ti)

g(ti,xti
;θt1)(ti+1− ti)

,

我们不妨将 hi1 (µt1 ,θt1)的值视为来自正态不确定分布 N (e,σ)的m−1个样本, N (e,σ)的不确定分布为

Φ (x)=
(

1+exp
(

π (e−x)√
3σ

))−1

,

则其导数为

Φ̇ (x)=
π√
3σ

exp
(

π(e−x)√
3σ

)

(
1+exp

(
π(e−x)√

3σ

))2 ,

可以知道 Φ̇ (x)随着 |e−x|的增加而减少, 根据不确定似然函数的定义

L(e,σ |hi1 (µt1 ,θt1) ) =
m−1∧
i=1

Φ̇ (hi1 (µt1 ,θt1))

=
m−1∧
i=1

π√
3σ

exp
(

π(e−hi1(µt1 ,θt1))√
3σ

)

(
1+exp

(
π(e−hi1(µt1 ,θt1))√

3σ

))2

=
π√
3σ

exp
(

π√
3σ

∨m−1

i=1 |e−hi1 (µt1 ,θt1)|
)

(
1+exp

(
π√
3σ

∨m−1

i=1 |e−hi1 (µt1 ,θt1)|
))2 ,

那么 e和 σ的不确定极大似然估计为求解下面这个最大化问题

max
e,σ>0

π√
3σ

exp
(

π√
3σ

∨m−1

i=1 |e−hi1 (µt1 ,θt1)|
)

(
1+exp

(
π√
3σ

∨m−1

i=1 |e−hi1 (µt1 ,θt1)|
))2 ,

一方面由于似然函数关于
∨m−1

i=1 |e−hi1 (µt1 ,θt1)|递减, 那么 e的不确定极大似然估计值 ẽ求解如下

min
e

m−1∨
i=1

|e−hi1 (µt1 ,θt1)| =





min
e

e−∧m−1

i=1 hi1 (µt1 ,θt1) (e≥hi1 (µt1 ,θt1))

min
e

∨m−1

i=1 hi1 (µt1 ,θt1)−e (e< hi1 (µt1 ,θt1))
,

由于 ẽ为最优值, 则有

ẽ−
m−1∧
i=1

hi1 (µt1 ,θt1)=
m−1∨
i=1

hi1 (µt1 ,θt1)− ẽ,

从而

ẽ=
1
2

(
m−1∧
i=1

hi1 (µt1 ,θt1)+
m−1∨
i=1

hi1 (µt1 ,θt1)

)
,

另一方面 σ的不确定极大似然估计值 σ̃, 可以通过求解如下极大问题获得

max
σ>0

π√
3σ

exp
(

π√
3σ

∨m−1

i=1 |ẽ−hi1 (µt1 ,θt1)|
)

(
1+exp

(
π√
3σ

∨m−1

i=1 |ẽ−hi1 (µt1 ,θt1)|
))2 ,
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我们通过对
π√
3σ

exp
(

π√
3σ

∨m−1
i=1 |ẽ−hi1(µt1 ,θt1)|

)

(
1+exp

(
π√
3σ

∨m−1
i=1 |ẽ−hi1(µt1 ,θt1)|

))2 求导获得 σ̃, 设

l (σ)=
π√
3σ

exp
(

π√
3σ

∨m−1

i=1
|ẽ−hi1 (µt1 ,θt1)|

)

(
1+exp

(
π√
3σ

∨m−1

i=1
|ẽ−hi1 (µt1 ,θt1)|

))2 ,

则其导数为

l̇ (σ)=
exp

(
π√
3σ

y
)
∗
(
1+ π√

3σ
y+exp

(
π√
3σ

y
)
− π√

3σ
y∗exp

(
π√
3σ

y
))

(
1+exp

(
π√
3σ

y
))3 ,

其中: y =
∨m−1

i=1
|ẽ−hi1 (µt1 ,θt1)|, 那么令 l̇ (σ)= 0, 则有

1+
π√
3σ

y+exp
(

π√
3σ

y

)
− π√

3σ
y∗exp

(
π√
3σ

y

)
=0,

令 π√
3σ

y = γ, 则

σ̃ =
π√
3γ

y,

其中: γ为超越方程 1+x+exp(x)−x ·exp(x)= 0的根, 在数值解中可以近似取为 1.543 4. 由于 hi1 (µt1 ,θt1)实际

为来自标准正态不确定分布 N (0,1)的m−1个样本, 那么就要有

ẽ=0, σ̃ =1

成立, 从而有 



m−1∧
i=1

xti+1−xti
−f(ti,xti

;µt1 )(ti+1−ti)
g(ti,xti

;θt1 )(ti+1−ti) +
m−1∨
i=1

xti+1−xti
−f(ti,xti

;µt1 )(ti+1−ti)
g(ti,xti

;θt1 )(ti+1−ti) = 0

π√
3γ

m−1∨
i=1

∣∣∣∣
xti+1−xti

−f(ti,xti
;µt1 )(ti+1−ti)

g(ti,xti
;θt1 )(ti+1−ti)

∣∣∣∣ =1

(5)

将方程组 (5)求解, 我们得到了 t = t1 时 µt1 和 θt1 的不确定极大似然估计值 µ∗t1 和 θ∗t1 . 下面分析当 t = t2 时的

µt2 和 θt2 的不确定极大似然估计值 µ∗t2 和 θ∗t2 , 利用差分, 我们可以获得 hi2 (µt2 ,θt2)为

hi2 (µt2 ,θt2)=
xti+1−xti

−f(ti,xti
;µt2)(ti+1− ti)

g(ti,xti
;θt2)(ti+1− ti)

(i=2,3, · · · ,m) ,

同上分析有 



m∧
i=2

xti+1−xti
−f(ti,xti

;µt2 )(ti+1−ti)
g(ti,xti

;θt2 )(ti+1−ti) +
m∨

i=2

xti+1−xti
−f(ti,xti

;µt2 )(ti+1−ti)
g(ti,xti

;θt2 )(ti+1−ti) = 0

π√
3γ

m∨
i=2

∣∣∣∣
xti+1−xti

−f(ti,xti
;µt2 )(ti+1−ti)

g(ti,xti
;θt2 )(ti+1−ti)

∣∣∣∣ =1

(6)

将方程组 (6)求解,即可获得 µt2和 θt2的不确定极大似然估计值 µ∗t2和 θ∗t2 . 以此类推可以获得 µtn−m+1和 θtn−m+1

的不确定极大似然估计值 µ∗tn−m+1
和 θ∗tn−m+1

为





∧n−1

i=n−m+1

xti+1−xti
−f(ti,xti

;µtn−m+1 )(ti+1−ti)
g(ti,xti

;θtn−m+1 )(ti+1−ti) +
∨n−1

i=n−m+1

xti+1−xti
−f(ti,xti

;µtn−m+1 )(ti+1−ti)
g(ti,xti

;θtn−m+1 )(ti+1−ti) = 0

π√
3γ

∨n−1

i=n−m+1

∣∣∣∣
xti+1−xti

−f(ti,xti
;µtn−m+1 )(ti+1−ti)

g(ti,xti
;θtn−m+1 )(ti+1−ti)

∣∣∣∣ =1

.

通过上述分析我们获得了 µtj
和 θtj

的不确定极大似然估计值 µ∗tj
和 θ∗tj

(j =1,2, · · · ,n−m+1). 接下来，我

们用一个具体的实例分析上述方法.
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例 1 考虑带有未知时变参数的不确定微分方程

dXt =µtXtdt+θtXtdCt,

假设有 n个观测值 xt1 , xt2 , · · · , xtn
, 我们将利用m个数据对于前 n−m+1个时刻的未知参数 µt和 θt进行估

计, 具体步骤如下:

根据差分, 我们可以获得

hi1 (µt1 ,θt1)=
xti+1−xti

−µt1xti
(ti+1− ti)

θt1xti
(ti+1− ti)

(i=1,2, · · · ,m−1) ,

根据上述分析，可得




m−1∧
i=1

xti+1−xti
−µt1xti(ti+1−ti)

θt1xti(ti+1−ti) +
m−1∨
i=1

xti+1−xti
−µt1xti(ti+1−ti)

θt1xti(ti+1−ti) = 0

π√
3γ

m−1∨
i=1

∣∣∣∣
xti+1−xti

−µt1xti(ti+1−ti)
θt1xti(ti+1−ti)

∣∣∣∣ =1

,

那么就有
m−1∧
i=1

xti+1−xti

xti
(ti+1− ti)

−µt1 +
m−1∨
i=1

xti+1−xti

xti
(ti+1− ti)

−µt1 =0,

从而
1
2

(
m−1∨
i=1

xti+1−xti

xti
(ti+1− ti)

+
m−1∧
i=1

xti+1−xti

xti
(ti+1− ti)

)
=µ∗t1 ,

那么

π√
3γ

m−1∨
i=1

∣∣∣∣
xti+1−xti

−µ∗t1xti
(ti+1− ti)

xti
(ti+1− ti)

∣∣∣∣ = θ∗t1 ,

则 



µ∗t1 = 1
2

(∨m−1

i=1

xti+1−xti

xti(ti+1−ti) +
∧m−1

i=1

xti+1−xti

xti(ti+1−ti)

)

θ∗t1 = π√
3γ

∨m−1

i=1

∣∣∣∣
xti+1−xti

−µ∗t1xti(ti+1−ti)
xti(ti+1−ti)

∣∣∣∣

,

同样的有 



µ∗t2 = 1
2

(∨m

i=2

xti+1−xti

xti(ti+1−ti) +
∧m

i=2

xti+1−xti

xti(ti+1−ti)

)

θ∗t2 = π√
3γ

∨m

i=2

∣∣∣∣
xti+1−xti

−µ∗t2xti(ti+1−ti)
xti(ti+1−ti)

∣∣∣∣

,

以及 



µ∗tn−m+1
= 1

2

(∨n−1

i=n−m+1

xti+1−xti

xti(ti+1−ti) +
∧n−1

i=n−m+1

xti+1−xti

xti(ti+1−ti)

)

θ∗tn−m+1
= π√

3γ

∨n−1

i=n−m+1

∣∣∣∣
xti+1−xti

−µ∗tn−m+1
xti(ti+1−ti)

xti(ti+1−ti)

∣∣∣∣

.

将上述求解得到的估计值 µ∗tj
和 θ∗tj

(j =1,2, · · · ,n−m+1)看作样本, 现在只需要将所得样本数据进行线性

或者非线性拟合, 那么不禁要问什么样的拟合曲线是合理可行的呢? 我们将在第三个部分给出解答.
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3 时变参数估计的合理性判断

这部分我们讨论什么样的时变参数估计是合理的可行的. 就含常值参数的不确定微分方程而言，估计值的

好坏可以通过样本轨道夹在 α-轨道之间来说明, 本文将此方法应用于含有未知时变参数的不确定微分方程中,

来判断时变参数估计的合理性. 首先定义含有时变参数的不确定微分方程的 α-轨道概念.

定义 10 假设 α是 (0,1)中的数, 如果含有时变参数的不确定微分方程

dXt = f(t,Xt;µt)dt+g(t,Xt;θt)dCt (7)

可以求解相应的常微分方程

dXα
t = f(t,Xα

t ;µt)dt+ |g(t,Xα
t ;θt)|Φ−1 (α)dt (8)

其中: Φ−1 (α)为标准正态不确定逆分布函数

Φ−1 (α)=
√

3
π

ln
α

1−α
,

那么常微分方程 (8)的解是含时变参数不确定微分方程 (7)的 α-轨道.

在定义 10的基础上, 有如下含时变参数不确定微分方程的性质.

定理 1 假设 Xt和 Xα
t 是含有时变参数不确定微分方程

dXt = f(t,Xt;µt)dt+g(t,Xt;θt)dCt

的解和 α-轨道, 那么有

M{Xt≤Xα
t ,∀t}=α,

M{Xt >Xα
t ,∀t}=1−α.

证明 首先, 对于每一条 α-轨道, 我们将时间间隔分成两个部分,

T+ = {t | g(t,Xα
t ;θt)≥ 0} ,

T− = {t | g(t,Xα
t ;θt) < 0} .

那么显然有 T+∩T− = ∅和 T+∪T− = [0, +∞) . 一方面记

Ω1 =
{

λ

∣∣∣∣
dCt (λ)

dt
≤Φ−1 (α) ,∀t∈T+

}
,

Ω2 =
{

λ

∣∣∣∣
dCt (λ)

dt
≥Φ−1 (1−α) ,∀t∈T−

}
.

由于 Ct是独立增量, T+和 T−是不相交集合, 那么

M{Ω1}=α, M{Ω2}=α, M{Ω1∩Ω2}=α,

则 ∀λ∈Ω1∩Ω2, 有

g(t,Xt (λ) ;θt)
dCt

dt
≤ |g(t,Xα

t ;θt)|Φ−1 (α) ,∀t,

因此对于任意的 t, 有 Xt (λ)≤ Xα
t , 并且

M{Xt≤Xα
t ,∀t}≥M{Ω1∩Ω2}=α (9)

另一方面记，

Ω3 =
{

λ

∣∣∣∣
dCt (λ)

dt
>Φ−1 (α) ,∀t∈T+

}
,



428 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2022年

Ω4 =
{

λ

∣∣∣∣
dCt (λ)

dt
<Φ−1 (1−α) ,∀t∈T−

}
.

由于 Ct是独立增量, T+和 T−是不相交集合, 那么

M{Ω3}=1−α, M{Ω4}=1−α, M{Ω3∩Ω4}=1−α,

则 ∀λ∈Ω3∩Ω4, 有

g(t,Xt (λ) ;θt)
dCt

dt
> |g(t,Xα

t ;θt)|Φ−1 (α) ,∀t,

因此对于任意的 t, 有 Xt (λ)> Xα
t , 并且

M{Xt >Xα
t ,∀t}≥M{Ω3∩Ω4}=1−α (10)

由于 {Xt≤Xα
t ,∀t}和 {Xt�Xα

t ,∀t}是对立事件, 那么根据对偶公理有

M{Xt≤Xα
t ,∀t}+M{Xt�Xα

t ,∀t}=1,

由于 {Xt≤Xα
t ,∀t}⊂{Xt�Xα

t ,∀t}和单调性定理有

M{Xt≤Xα
t ,∀t}+M{Xt >Xα

t ,∀t}≤ 1 (11)

根据式 (9)∼(11)知定理得证.

更直观的上述定理说明样本轨道小于或等于 α-轨道的信度是 α, 即对于固定的时刻 t1, 有M{Xα1
t1 ≤X

t1
≤

Xα2
t1 }≥α2−α1, 那么对于得到的拟合函数 µ̂t和 θ̂t要使得所有观测值 xt都包含在两条 α-轨道

dXα1
t = f(t,Xα1

t ; µ̂t)dt+
∣∣∣g(t,Xα1

t ; θ̂t)
∣∣∣Φ−1 (α1)dt,

和

dXα2
t = f(t,Xα2

t ; µ̂t)dt+
∣∣∣g(t,Xα2

t ; θ̂t)
∣∣∣Φ−1 (α2)dt

之间, 一般情况下取 α1 ∈ (0,0.5] , α2 ∈ [0.5,1), 此时认为拟合函数 µ̂t 和 θ̂t 是合理的, 并且 R2 = SSR
SST
越接近 1越

好, 就 µt而言, 其 R2 =
∑n−m+1

j=1 (µ̂tj
−µ̄)2

∑n−m+1
j=1 (µ∗tj

−µ̄)2
, 其中: µ̂tj

为 µ∗tj
的拟合值, µ̄为 µ∗tj

的均值. 就 θt而言, 也会有类似的 R2.

4 数值实例

这一部分我们将利用新冠肺炎数值实例来验证上述方法的可行性.

例 2 假设 Xt表示 t时刻中国累计感染新冠肺炎病例数, 那么不确定新型冠状病毒传播模型[16]为

dXt =µtXtdt+θtXtdCt,

接下来对 µt和 θt进行不确定极大似然估计. 从国家卫生健康委员会官网获取 2020年 2月 13日到 3月 18日的

累计新冠肺炎病例数共 35个数据, 并且将 2020年 2月 13日记为第 1天, 以此类推 3月 18日记为第 35天. 我们

利用 10个数据对未知参数 µt1 和 θt1 进行估计, 那么有

hi1 (µt1 ,θt1)=
xti+1−xti

−µt1xti
(ti+1− ti)

θt1xti
(ti+1− ti)

(i=1,2, · · · ,9) ,

从而 



µ∗t1 = 1
2

(∧9

i=1

xti+1−xti

xti(ti+1−ti) +
∨9

i=1

xti+1−xti

xti(ti+1−ti)

)

θ∗t1 = π√
3γ

∨9

i=1

∣∣∣∣
xti+1−xti

xti(ti+1−ti)−µ∗t1

∣∣∣∣

,
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同理有 



µ∗t2 = 1
2

(∧10

i=2

xti+1−xti

xti(ti+1−ti) +
∨10

i=2

xti+1−xti

xti(ti+1−ti)

)

θ∗t2 = π√
3γ

∨10

i=2

∣∣∣∣
xti+1−xti

xti(ti+1−ti)−µ∗t2

∣∣∣∣

,

以及 



µ∗t26 = 1
2

(∧34

i=26

xti+1−xti

xti(ti+1−ti) +
∨34

i=26

xti+1−xti

xti(ti+1−ti)

)

θ∗t26 = π√
3γ

∨34

i=26

∣∣∣∣
xti+1−xti

xti(ti+1−ti)−µ∗t26

∣∣∣∣

.

中国累计感染新冠肺炎病例数如表 1所示, 数据来源于国家卫生健康委员会官网.

表 1 中国累计感染新冠肺炎病例数

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ti 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xti 63 851 66 492 68 500 70 548 72 436 74 185 74 576 75 465 76 288 76 936

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

ti 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

xti 77 150 77 658 78 064 78 497 78 824 79 251 79 824 80 026 80 151 80 270

i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

ti 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

xti 80 389 80 516 80 591 80 632 80 668 80 685 80 699 80 708 80 725 80 729

i 31 32 33 34 35

ti 31 32 33 34 35

xti 80 733 80 737 80 738 80 739 80 739

那么将观测值代入上述方程组就可以求得估计值 µ∗tj
和 θ∗tj

(j =1,2, · · · ,26), 如表 2所示.

表 2 µt 和 θt 的不确定极大似然估计值

j 1 2 3 4 5 6 7

µ∗tj
2.33×10−2 1.65×10−2 1.63×10−2 1.48×10−2 1.35×10−2 7.35×10−3 7.35×10−3

θ∗tj
2.13×10−2 1.61×10−2 1.60×10−2 1.41×10−2 1.26×10−2 5.43×10−3 5.43×10−3

j 8 9 10 11 12 13 14

µ∗tj
6.84×10−3 5.51×10−3 4.40×10−3 4.36×10−3 4.36×10−3 4.36×10−3 4.08×10−3

θ∗tj
4.83×10−3 3.52×10−3 3.34×10−3 3.43×10−3 3.43×10−3 3.43×10−3 3.72×10−3

j 15 16 17 18 19 20 21

µ∗tj
3.87×10−3 3.84×10−3 1.37×10−3 8.77×10−4 8.46×10−4 8.46×10−4 8.15×10−4

θ∗tj
3.99×10−3 4.03×10−3 1.40×10−3 8.54×10−4 9.16×10−4 9.16×10−4 9.16×10−4

j 22 23 24 25 26

µ∗tj
4.91×10−4 2.79×10−4 2.29×10−4 1.12×10−4 1.05×10−4

θ∗tj
5.29×10−4 2.94×10−4 2.90×10−4 1.30×10−4 1.30×10−4

根据表 2, 利用MATLAB做出的散点图如图 1、图 2所示.

那么, 根据观测估计值的散点图, 我们使用逻辑递减模型

µ̂t =
0.023 3

1+β1 exp(β2t)
, θ̂t =

0.021 3
1+β3 exp(β4t)

,
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通过MATLAB的非线性拟合, 可得 β̂1 =0.207 7, β̂2 =0.279 1, β̂3 =0.165 0和 β̂4 =0.331 2, 那么就有

dXt =
0.023 3Xt

1+0.207 7exp(0.279 1t)
dt+

0.021 3Xt

1+0.165 0exp(0.331 2t)
dCt,

根据定义 10, 有

dXα
t =

0.023 3Xα
t

1+0.207 7exp(0.279 1t)
dt+

∣∣∣∣
0.021 3Xα

t

1+0.165 0exp(0.331 2t)

∣∣∣∣Φ−1 (α)dt ,

其中: Φ−1 (α)为标准正态不确定变量的逆分布函数

Φ−1 (α)=
√

3
π

ln
α

1−α
,

则其 α-轨道图如图 3所示.

0 5 10 15 20 25 30
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

图 1 µ∗t 的散点图
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图 2 θ∗t 的散点图
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图 3 样本观测值以及 0.95

轨道和 0.31轨道图

可以看出所有的样本观测值都在 0.95轨道和 0.31轨道之间. 并且其拟合图像如图 4、图 5所示.

其中: R2分别为 0.929 0和 0.890 8. 那么知道

µ̂t =
0.023 3

1+0.207 7exp(0.279 1t)
, θ̂t =

0.021 3
1+0.165 0exp(0.331 2t)

是合理可行的, 则不确定新型冠状病毒传播模型为

dXt =
0.023 3Xt

1+0.207 7exp(0.279 1t)
dt+

0.021 3Xt

1+0.165 0exp(0.331 2t)
dCt (12)

同时我们利用 99-方法[17]可以获得 t36 =36, 即 2020年 3月 19日 Xt的逆不确定分布, 如图 6所示.
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图 4 µ∗t 的曲线拟合图

0 5 10 15 20 25 30
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

图 5 θ∗t 的曲线拟合图
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图 6 初值X0=63 851, t=36

时方程 (12)的 99表
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5 结 论

不确定微分方程是不同于随机微分方程的另一处理动态系统问题的数学工具, 在很多时候不确定微分方程

的使用更加符合实际情况. 本文利用不确定极大似然的思想, 提出了不确定极大似然估计不确定微分方程中的

未知时变参数. 随后应用回归拟合的思想获得 µt 和 θt, 利用含有时变参数的不确定微分方程的 α-轨道方法以

及拟合优度指标 R2给出了判断拟合函数是否可行的标准. 最后一个数值实例, 验证了方法的可行性. 尽管我们

利用不确定极大似然估计得到了不确定微分方程中未知时变参数的估计,但这种方法还是在估计未知常数的基

础上改进的, 那么未来可以尝试提出新的方法来估计未知时变参数, 以及对时变参数进行不确定假设检验.
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