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图的圈和树孤立∗
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摘 要：对任一图G, 如果顶点子集D使得G−N [D]不包含任何一个 F 中的 F 图作为子图, 那么D被叫做图G的一

个 F 孤立集, 其中 F 是一个连通图集. 图 G中最小的一个 F 孤立集 D的阶数被称为图 G的 F 孤立数, 记为 ι(G,F).

特别的, 当 F = {C3,K1,3,P4}时, 定义 ι(G,{C3,K1,3,P4}) = ι′c(G). 于是, 图 G中任一 {C3,K1,3,P4}孤立集 D使得

G−N [D]只是一些K1, K2和 P3分支, 而 ι′c(G)表示图 G中最小的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集D的阶数. 本文证明了

如果 G /∈{C3,C7}是一个顶点数为 n的连通图, 那么 ι′c(G)≤ n
4
, 且这个上界是最好的.
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Isolation of Cycles and Trees in Graphs

ZHANG Gang, WU Baoyindureng

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract： A subset D ⊆ V (G) is called an F-isolating set of a graph G if G−N [D] contains no subgraph

isomorphic to any F ∈ F , where F is a family of connected graphs. The F-isolation number of G, denoted by

ι(G,F), is the minimum cardinality of an F-isolating set in G. In this paper, take F = {C3,K1,3,P4} and denote

ι(G,F) simply by ι′c(G), which implies that ι′c(G) is the order of a smallest set D such that G−N [D] consists of

some K1, K2 and P3 only. We prove that if G is a connected graph of order n and different from C3 or C7, then

ι′c(G)≤ n
4
.
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0 引 言

除非特别说明, 本文中 G =(V,E)均表示一个顶点集为 V =V (G), 边集为 E =E(G)的有限简单图. 我们用

n = |V |与m = |E|分别表示图 G的顶点数与边数. 对任意的 u,v ∈ V (G), 如果 uv ∈E(G), 那么我们称 u在图 G

中是 v的一个邻点, 反之亦然. 对任一 v ∈V (G), v的开邻域定义为集合 NG(v) = N(v) = {u∈V (G) |uv ∈E(G)},
v 的闭邻域定义为集合 NG[v] = N [v] = N(v) ∪ {v}. 另外, dG(v) = d(v) = |N(v)| 表示顶点 v 在图 G 中的

度数. 通常, ∆(G) 和 δ(G) 被称为图 G 的最大度和最小度. 设 S 是 G 的一个顶点子集, 则 S 的开邻域记为

NG(S) = N(S) =
⋃

v∈S N(v)\S, S的闭邻域记为 NG[S] = N [S] = N(S)∪S. 我们用 G[S]表示图 G中由 S导出的

子图, 用 G−S表示图 G中 V \S的导出子图. 对于其他未定义的术语和概念，读者们可参阅文献[1].

设 F 是一个连通图集, 对任一图 G, 如果顶点子集 D使得 G−N [D]不包含任一 F 中的 F 图作为子图, 那

么 D 被叫做图 G的一个 F 孤立集, 且图 G中最小的一个 F 孤立集 D 的阶数被称为图 G的 F 孤立数, 记为

ι(G,F). 另外, 一个顶点子集 D被称为图 G的一个控制集, 如果 V (G)\D中的每个顶点在 D中都至少有一个

邻点. 图 G中最小的一个控制集 D的阶数即是图 G的控制数, 记为 γ(G). 显然, ι(G,{K1})= γ(G).
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图的孤立, 亦被称为部分控制, 它是经典控制理论的一种自然推广. 2017年, Caro和 Hansberg[2] 首次引入

了这些概念. 对于该领域进一步的研究, 可参阅文献[3-7]. 除此之外, 对于一些经典控制问题, 读者们可参阅文

献[8-14].

假设 Cn是一个 n长圈, T 是一棵树. 对于任一正整数 k, 令 Ck = {Ci : 3≤ i≤ k}, Tk+1 = {T : |V (T )|= k+1},
定义 ι(G,Ck∪Tk+1)= ιtree

k (G). 显然, 图 G中任一 Ck∪Tk+1孤立集D使得 G−N [D]由一些树 T ∈⋃
1≤i≤k

Ti构成,

而 ιtree
k (G)表示图G中最小的一个 Ck∪Tk+1孤立集D的阶数. 特别的,如果 k =3,那么 Ck∪Tk+1 = {C3,K1,3,P4}.

本文将 ιtree
3 (G)简记为 ι′c(G). 于是, ι′c(G)表示图 G中最小的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集 D的阶数, 且图 G中任

一 {C3,K1,3,P4}孤立集 D使得 G−N [D]只是一些K1, K2和 P3分支. 本文主要研究图参数 ι′c(G), 并由此推出

了一些其他结果.

1 主要结果

本文得到的主要结论如下, 其详细的证明将被放在第 2小节进行.

定理1 假设 G是一个 n个顶点的连通图, 如果 G /∈{C3,C7}, 那么 ι′c(G)≤ n
4
, 且这个上界是紧的.

2020年, Borg[3]证明了如果G 6=C3是一个 n个顶点的连通图,那么 ιc(G)= ι(G,C)≤ n
4
,这里 C= {Ci : i≥ 3}.

显然,图G中任一 C孤立集D使得G−N [D]是一个森林,而 ιc(G)表示图G中最小的一个 C孤立集D的阶数. 根

据 F 孤立的一般定义,图G的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集一定是图G的一个 C孤立集,所以我们有 ιc(G)≤ ι′c(G).

因此, Borg的结果可以看作定理 1的一个推论.

推论1 (Borg[3]) 如果 G 6=C3是一个 n个顶点的连通图, 那么 ιc(G)≤ n
4
, 且这个上界是紧的.

Caro和Hansberg在文献[2]的最后提出了一个问题:计算一个 n个顶点连通图G中 ι(G,Tk+1)的上下界. 这

里, ι(G,Tk+1)表示图 G中最小的一个 Tk+1孤立集D的阶数, 而 G中任一 Tk+1孤立集D使得 G−N [D]中每一

个连通分支的阶数都小于等于 k. 根据 F 孤立的定义, 图 G的一个 Ck∪Tk+1孤立集一定是图 G的一个 Tk+1孤

立集, 于是我们有 ι(G,Tk+1)≤ ιtree
k (G). 所以, 通过定理 1, 可以推导出如下结果.

推论2 如果 G 6=C7是一个 n个顶点的连通图, 那么 ι(G,T4)≤ n
4
, 且这个上界是紧的.

实际上, Caro和Hansberg还定义了其他几种类型的孤立[2],比如 k孤立. 对任一整数 k≥ 0,当 F = {K1,k+1}
时, 把图的 {K1,k+1}孤立简称为图的 k孤立. 对应的, 可以定义 k孤立集和 k孤立数的概念. 显然, 图 G的一个

Ck∪Tk+1孤立集一定是图 G的一个 k−1孤立集. 所以, 对任一图 G, 有 ι(G,{K1,k})≤ ιtree
k (G).

推论3(Caro和 Hansberg[2]) 对任一顶点数为 n的连通图 G, 有 ι(G,{K1,3})≤ n
4
, 且这个上界是紧的.

受此启发, 对任意的正整数 k, 我们希望考虑 F = {Pk}的情形. 由此, 提出问题: 计算 n个顶点的连通图

G 中 ι(G,{Pk}) 的准确上界. 显然, 因为图 G 的一个 Ck ∪ Tk+1 孤立集一定是图 G 的一个 {Pk+1} 孤立集, 有

ι(G,{Pk+1})≤ ιtree
k (G).

推论4 如果 G 6=C7是一个 n个顶点的连通图, 那么 ι(G,{P4})≤ n
4
, 且这个上界是紧的.

定义 girth(G)表示图 G的围长, 即是图 G中最短的一个导出圈的长度. 我们提出下列猜想, 其实际上是定

理 1的一个推广.

猜想1 假设 k ≥ 4是一个整数, 如果 G /∈ Ck ∪{Ck+4}是一个 n个顶点的连通图, 且有 girth(G) ≥ k, 那么

ιtree
k (G)≤ 2n

k+5
.

现在我们来考虑定理 1中上界 n
4
的紧性. 首先, 如果 G∈ {C4,C8,P4}, 那么 ι′c(G) = n

4
. 其次, 为了获得更多

的极图, 我们构造如下的图 G: 从任意的一个连通图 H 出发, 在 H 的每个点上通过一条边连接一个 C3 或者一

个 C7.

2 证 明

在这一节, 我们将会证明本文的主要定理. 下面首先给出几个引理. 其中, 引理1、引理2、引理3易证, 我们

将其证明留给读者.

引理1 如果 Pn是一个 n长路, 那么 ι′c(Pn)≤ n
4
.

引理2 如果 Cn /∈{C3,C7}是一个 n长圈, 那么 ι′c(Cn)≤ n
4
.

引理3 假设 F 是一个连通图集, 对于任一图 G, 如果 G1,G2, · · ·,Gk 是其全部的连通分支, 那么 ι(G,F) =
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∑k

i=1
ι(Gi,F).

引理4 假设 F 是一个连通图集, G = (V,E)是一个有限简单图. 对于任意一个顶点子集 S, 如果 G[S]中有

一个 F 孤立集 D, 且使得 E(S \N [D],V \S)= ∅, 那么 ι(G,F)≤ |D|+ ι(G−S,F).

证明 设 D′ 是 G−S 的一个 F 孤立集, 且 |D′| = ι(G−S,F). 我们仅需证明 D∪D′ 是 G 的一个 F 孤立
集即可. 反证如下, 假设 G−N [D ∪D′] 中存在一个 F 中的 F 图作为其子图. 根据 D 和 D′ 的选择, 我们有

V (F )⊆ (S \N [D])∪ ((V \S)\N [D′]), V (F )∩ (S \N [D]) 6= ∅和 V (F )∩ ((V \S)\N [D′]) 6= ∅. 然而, 这是不可能的,

因为 F 是连通的且 E(S \N [D],V \S)= ∅.
引理5 如果 G是一个顶点数为 n =7的连通图, 且 G 6=C7, 那么 ι′c(G)≤ 1.

证明 设 D 是图 G的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集. 因为 G是一个连通图且有 n = 7, 所以 ∆(G) ≥ 2. 如果

∆(G)= 2,因为G 6=C7,则G =P7且 ι′c(P7)= 1. 如果∆(G)≥ 4,则存在一个顶点 v ∈V (G)使得 |V (G−N [v])| ≤ 2.

所以此时 D = {v}就是 G的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集, 并且有 ι′c(G)≤ |D|=1. 因此以下我们假设 ∆(G)= 3.

令 V (G) = {v1,v2, · · ·,v7}, 设 N(v1) = {v2,v3,v4}, V (G) \N [v1] = {v5,v6,v7}. 如果 |E(G−N [v])| ≤ 2, 则取

D = {v1}, 于是 ι′c(G) ≤ |D| = 1. 所以 G−N [v1] ∼= C3. 因为 G 是连通的, 根据其对称性, 此时我们不妨假设

v2v5 ∈E(G), 显然N(v5)= {v2,v6,v7}. 注意到如果 v3v4 /∈E(G), 则取D = {v5}, 而此时 ι′c(G)≤ |D|=1. 因此我们

假设 v3v4 ∈E(G). 如果此时 dG(v2) = 3, 那么 G−N [v2] 6= C3, 所以我们可以取 D = {v2}, 同时有 ι′c(G)≤ |D|= 1.

显然 {v1,v5}⊆N(v2),所以 dG(v2)= 2. 如果 {v3,v4,v6,v7}中存在一个顶点 x使得 dG(x)= 3,那么 dG−N [x](v2)= 1,

所以可取 D = {x}, 进而有 ι′c(G)≤ |D|= 1. 因此, 对于每个 x∈{v3,v4,v6,v7}, dG(x) = 2, 那么当前可取 D = {v2},
也有 ι′c(G)≤ |D|=1.

为了方便起见, 如果图 G的一个连通分支同构于 C3 或者 C7, 那么我们称之为坏分支, 反之我们称之为好

分支.

定理 1的证明: 我们的证明是通过对 n进行归纳. 顶点数小于等于 3的连通图, 除了 C3, 只有 3个, 分别是

K1, K2和 P3. 显然, 对于每个 G∈{K1,K2,P3}, 均有 ι′c(G)= 0 < n
4
. 以下假设 n≥ 4. 又因为 G是一个连通图, 所

以 ∆(G)≥ 2. 如果 ∆(G) = 2, 那么 G∈{Pn,Cn}. 根据引理 1和引理 2, 除了 G∈{C3,C7}, 有 ι′c(G)≤ n
4
. 显然, 此

时符合我们所需证明的结论.

因此 ∆(G)≥ 3. 此时选择一个最大度顶点 v, 即 d(v) = ∆(G). 如果 ∆(G) = n−1, 那么 ι′c(G)≤ |{v}|= 1≤ n
4
.

所以令∆(G)≤n−2, 接着我们将进一步考虑 G′ =G−N [v]. 设Hb与Hg 分别是 G′中所有好分支与所有坏分支

构成的集合. 根据归纳假设, 对于每个 H ∈Hg, 有 ι′c(H)≤ |V (H)|
4

.

如果Hb = ∅, 显然 {v}是 G[N [v]]的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集, 根据引理 3和引理 4, 我们有

ι′c(G)≤ |{v}|+ ι′c(G
′)= |{v}|+

∑
H∈Hg

ι′c(H)≤ 1+
∑

H∈Hg

|V (H)|
4

≤ n

4
.

因此, 假设 Hb 6= ∅. 现在选择另一个顶点 x ∈ N(v)使得 x ∈ N(H)∩N(v), 这里 H 是 Hb 中的某个坏分支.

对于某个 y ∈ V (H), 设 xy ∈ E(G). 另外, 设 Hx
b = {H : H ∈ Hb 且 N(H)∩N(v) = {x}}, Hx

g = {H : H ∈ Hg 且

N(H)∩N(v)= {x}}. 显然, Hx
g ⊆Hg, 且对于每个 H ∈Hx

g , 有 ι′c(H)≤ |V (H)|
4

.

情况 1 存在某个 x∈N(v), Hx
b 6= ∅.

设 c3 与 c7 分别是 Hx
b 中同构于 C3 与 C7 的连通分支个数. 根据当前的假设, 可得 c3 + c7 = |Hx

b | ≥ 1. 令

X = {x}∪⋃
H∈Hx

b
V (H). 所以 G−X =

∑
H∈Hx

g
H +(G−X)v, 这里 (G−X)v 表示 G−X 中包含顶点 v的那个分

支. 对于每个 H ∈Hx
b , 取

DH =

{
{x}, 如果H ∼=C3,

{x,yH
3 }, 如果H ∼=C7,

其中 yH
3 表示每个同构于 C7的坏分支H 中一个距离 y为 3的点, 如图 1所示. 显然,

⋃
H∈Hx

b
DH 是 G[X]的一个

{C3,K1,3,P4}孤立集.
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H

vxy
yH
3

图 1 存在某个 x∈N(v)使得 Hx
b 6= ∅

子情况 1.1 (G−X)v /∈{C3,C7}.
根据归纳假设, 再结合引理 3和引理 4, 我们有

ι′c(G) ≤ |
⋃

H∈Hx
b

DH |+ ι′c(G−X)

= 1+c7 +
∑

H∈Hx
g

ι′c(H)+ ι′c((G−X)v)

≤ 1+c7 +
∑

H∈Hx
g

|V (H)|
4

+
|V ((G−X)v)|

4

= 1+c7 +
1
4
(n−1−3c3−7c7)

=
n

4
+

3
4
(1−c3−c7)

≤ n

4
.

下面我们仍需要解决 (G−X)v ∈{C3,C7}的情况, 此时取 Y =X∪V ((G−X)v). 显然, G−Y =
∑

H∈Hx
g
H.

子情况 1.2 (G−X)v
∼=C3.

因为 x∈DH , 所以
⋃

H∈Hx
b
DH 也是 G[Y ]的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集. 根据归纳假设, 再结合引理 3和引理

4, 我们有

ι′c(G) ≤ |
⋃

H∈Hx
b

DH |+ ι′c(G−Y )

= 1+c7 +
∑

H∈Hx
g

ι′c(H)

≤ 1+c7 +
∑

H∈Hx
g

|V (H)|
4

= 1+c7 +
1
4
(n−1−3−3c3−7c7)

=
n

4
− 3

4
(c3 +c7)

<
n

4
.

子情况 1.3 (G−X)v
∼=C7.

设 v3表示 (G−X)v中距离 v为 3的一个点. 此时,不难看出 {v3}∪
⋃

H∈Hx
b
DH 是G[Y ] 的一个 {C3,K1,3,P4}

孤立集. 根据归纳假设, 再结合引理 3和引理 4, 我们有

ι′c(G) ≤ |{v3}∪
⋃

H∈Hx
b

DH |+ ι′c(G−Y )

= 2+c7 +
∑

H∈Hx
g

ι′c(H)

≤ 2+c7 +
∑

H∈Hx
g

|V (H)|
4
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= 2+c7 +
1
4
(n−1−7−3c3−7c7)

=
n

4
− 3

4
(c3 +c7)

<
n

4
.

情况 2 任意一个 x∈N(v), Hx
b = ∅.

根据当前的假设, 等价的, 对于任意一个 H ∈Hb, 有 |N(H)∩N(v)| ≥ 2. 下面的证明, 我们将分为两种子情

况来讨论.

子情况 2.1 存在一个 H ∈Hb, H ∼=C3.

取定 C3
∼= H ′ ∈ Hb. 设 V (H ′) = {y,y1,y2}. 同时, 不妨假设 xy ∈ E(G). 令 X = {x} ∪ V (H ′). 于是,

G−X =
∑

H∈Hx
g
H +(G−X)v, 其中 (G−X)v 表示 G−X 中包含顶点 v的那个分支. 显然, 此时 {y}是 G[X]的

一个 {C3,K1,3,P4}孤立集.

子情况 2.1.1 (G−X)v /∈{C3,C7}.
根据归纳假设, 再结合引理 3和引理 4, 我们有

ι′c(G)≤ |{y}|+ ι′c(G−X)

= |{y}|+
∑

H∈Hx
g

ι′c(H)+ ι′c((G−X)v)

≤ 1+
∑

H∈Hx
g

|V (H)|
4

+
|V ((G−X)v)|

4

=1+
n−4

4
=

n

4
.

因此, 我们假设 (G−X)v ∈{C3,C7}. 令 Y =X∪V ((G−X)v), 有 G−Y =
∑

H∈Hx
g
H.

子情况 2.1.2 (G−X)v
∼=C3.

设 V ((G−X)v)= {v,x1,x2}, 于是 N(v)= {x,x1,x2}, ∆(G)= dG(v)= 3, 如图 2所示. 如果 G−Y = ∅, 那么根
据引理 5, 有 ι′c(G)≤ 1 < n

4
. 因此 G−Y 6= ∅, 进而有 dG[Y ](x) = 2. 因为 |N(H ′)∩N(v)| ≥ 2且 ∆(G) = 3, 这里不妨

假设 x1y2 ∈E(G), 所以我们有N(x1)= {v,x2,y2} 与 dG(x1)= ∆(G)= 3. 由于 dG−N [x1](y1)= 1, 显然G−N [x1]一

定是一个好分支. 根据之前的讨论, 可得 ι′c(G)≤ n
4
的结果.

H

vx

y
H ′

y2y1

x1

x2

图 2 H ′∼= C3
∼= (G−X)v

H

vx

y
H ′

y2y1

x′

(G−X)v

图 3 H ′∼= C3，但 (G−X)v
∼= C7

子情况 2.1.3 (G−X)v
∼=C7.

结合当前假设, 我们也可得到 ∆(G) = dG(v) = 3, 如图 3所示. 因为 |N(H ′)∩N(v)| ≥ 2, 所以存在 x′ 使得

x′ ∈ (N(H ′)∩N(v))\{x}. 注意到 {v,x′}是 G[Y ]的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集, 因此根据引理 3和引理 4, 以及归

纳假设, 我们有
ι′c(G)≤ |{v,x′}|+ ι′c(G−Y )= 2+

∑
H∈Hx

g

ι′c(H)≤ 2+
∑

H∈Hx
g

|V (H)|
4

<
n

4
.

子情况 2.2 任意一个 H ∈Hb, H ∼=C7.

令 Z =N [v]∪⋃
H∈Hb

V (H),于是G−Z =
∑

H∈Hg
H. 设∆= ∆(G), b = |Hb|. 显然, ∆≥ 3, b≥ 1. 用 yH

3 表示每

个同构于 C7的坏分支 H 中距离 y为 3的一个点. 此时我们不难看到 N(v)∪⋃
H∈Hb

{yH
3 }和 {v}∪⋃

H∈Hb
{y,yH

3 }
分别是 G[Z]的两个 {C3,K1,3,P4}孤立集. 因此, 根据归纳假设, 再结合引理 3和引理 4, 我们有如下 (1)和 (2)
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两个式子.

ι′c(G)≤ |N(v)∪
⋃

H∈Hb

{yH
3 }|+ ι′c(G−Z)

=∆+b+
∑

H∈Hg

ι′c(H)

≤∆+b+
∑

H∈Hg

|V (H)|
4

=∆+b+
1
4
(n−1−∆−7b)

=
n

4
+

3∆−3b−1
4

. (1)

ι′c(G)≤ |{v}∪
⋃

H∈Hb

{y,yH
3 }|+ ι′c(G−Z)

= 1+2b+
∑

H∈Hg

ι′c(H)

≤ 1+2b+
∑

H∈Hg

|V (H)|
4

=1+2b+
1
4
(n−1−∆−7b)

=
n

4
+

b−∆+3
4

. (2)

通过式 (1)和式 (2), 如果 ∆≤ b或者 b≤∆−3, 那么我们已经可以得到 ι′c(G)≤ n
4
的结论, 证明结束. 因此,

下面我们不妨假设 ∆−2≤ b≤∆−1, 并针对这一情况再次展开讨论.

子情况 2.2.1 存在两个 H1,H2 ∈ Hb 使得某个

x′ ∈N(H1)∩N(H2)∩N(v).

不妨假设当前的情况如图 4所示, 于是可观察到

{v,x′,yH1
3 ,yH2

3 }∪⋃
H∈Hb\{H1,H2}{y,yH

3 }是G[Z]的一个

{C3,K1,3,P4}孤立集. 所以, 根据归纳假设, 再结合引

理 3和引理 4, 我们有

H

v

x

y
yH
3

x′

H2

H1

yH1

3

y
H2

3

图 4 存在一个 x′ ∈N(v)使得 x′ ∈N(H1)∩N(H2)

ι′c(G)≤ |{v,x′,yH1
3 ,yH2

3 }∪
⋃

H∈Hb\{H1,H2}
{y,yH

3 }|+ ι′c(G−Z)

= 4+2(b−2)+
∑

H∈Hg

ι′c(H)

≤ 4+2(b−2)+
∑

H∈Hg

|V (H)|
4

=4+2(b−2)+
1
4
(n−1−∆−7b)

=
n

4
+

b−∆−1
4

≤ n

4
+

∆−1−∆−1
4

<
n

4
.

子情况 2.2.2 任意两个 H1,H2 ∈Hb, N(H1)∩N(H2)∩N(v)= ∅.
因为对于每个 H ∈Hb, |N(H)∩N(v)| ≥ 2, 所以当前的条件暗示着 ∆≥ 2b. 再结合 ∆−2≤ b, 我们有 ∆≤ 4

和 b≤ 2. 因此, ∆∈{3,4}, b∈{1,2}. 于是,现在我们仅需再考虑∆和 b两两组合可能出现的四种子情况即可.然

而, 当 ∆ = 3且 b = 2时, 如图 5所示, 我们已在子情况 2.2.1进行了讨论. 当 ∆ = 4且 b = 1时, 如图 6所示, 该子

情况已经与 ∆−2≤ b矛盾.
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v

xy

x
′

图 5 ∆=3且 b =2

v
x

yH
yH
3

图 6 ∆=4且 b =1

最后我们来讨论 ∆ = 3且 b = 1和 ∆ = 4且 b = 2两种子情况. 如果 ∆ = 3且 b = 1, 如图 7所示, 那么我们

假设 Hb = {H ′}, xy,x′y′ ∈ E(G), 其中 x,x′ ∈ N(v), y,y′ ∈ V (H ′), 且 x 6= x′, y 6= y′. 令 X = {x,x′}∪V (H ′). 因

为 dG−X(v) = dG(v)−2 = ∆−2 = 3−2 = 1, 所以 G−X 中一定没有坏分支. 显然, 此时 {y,y′} 是 G[X]的一个

{C3,K1,3,P4}孤立集. 根据归纳假设, 再结合引理 3和引理 4, 我们有

ι′c(G)≤ |{y,y′}|+ ι′c(G−X)≤ 2+
|V (G−X)|

4
=2+

n−9
4

<
n

4
.

vxy

x′

H ′

y′

图 7 ∆=3且 b =1

v

x

yH
yH
3

图 8 ∆=4且 b =2

如果 ∆ = 4且 b = 2, 那么假设 Hb = {H ′
1,H

′
2}, 如图 8所示. 令 Z = N [v]∪V (H ′

1)∪V (H ′
2). 由于 N(H ′

1)∩
N(H ′

2)∩N(v)= ∅,因而⋃
H∈{H′1,H′2}

{y,yH
3 }是G[Z]的一个 {C3,K1,3,P4}孤立集. 根据归纳假设,再结合引理 3和

引理 4, 我们有

ι′c(G)≤ |
⋃

H∈{H′1,H′2}
{y,yH

3 }|+ ι′c(G−Z)≤ 4+
|V (G−Z)|

4
=4+

n−19
4

<
n

4
.

到此完成定理 1的证明.
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