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摘 要：利用非交换空间中的 Fréchet导数的性质, 研究在半有限 von Neumann代数上关于可测算子的 Sylvester方

程的解. 进一步, 当可测算子方程是由算子单调函数的反函数进行演算给出时, 我们给出其方程积分形式的解.
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The Solution of Sylvester Equation on Trace Measurable Operators

XU Maodan, YAN Cheng

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：In this paper, we study the solution of the Sylvester equation on measurable operators associated with

a semifinite von Neumann algebra by using Fréchet derivative properties in noncommutative spaces. Moreover,

when the Sylvester equation on measurable operators is given by the inverse of the operator monotone function,

we also give the solution of the equation in integral form.
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0 引 言

Sylvester方程是由 Sylvester在 1884年引入的线性方程,他证明了在矩阵上关于此类方程的基本结果[1]. 随

后 Sylvester方程被广泛的应用于算子理论、物理、数值分析和工程上. Dalecki与 Rosenblum在文献 [2]和 [3]

中给出了 Sylvester方程在算子上的可解性. 特别是 Rosenblum给出了方程在有界算子和无界算子上解的具体

形式[3−4]. Bhatia和 Rosenthal在文献 [5]中给出了 Sylvester方程在算子矩阵相似性、交换性和超不变子空间等

方面的应用. 在文献 [6]中, Hiai 和 Kosaki 给出许多关于矩阵方程解的积分表达式. 通过这些积分表达式和双

重算子积分, Dodds等在文献 [7]中研究了对称空间上 Liapounov方程的解. 此外, 将矩阵算子单调函数的反函

数和 Fréchet导数与积分表示结合, Bhatia和 Uchiyama在文献 [8]中研究了一类矩阵方程的解. 在文献 [9]中,

Sano 给出该矩阵方程在特殊情况下的解.

本文主要讨论关于可测算子的 Sylvester方程的解. 首先介绍 Fréchet导数和 τ 可测算子的基本理论. 其次

给出算子方程解的积分表达式. 最后讨论关于算子单调函数反函数的解和例子.

1 准备知识

设H是可分的 Hilbert空间, M是H上具有正规忠实半有限迹 τ 的半有限 von Neumann代数(关于 von
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Neumann代数参阅文献 [10-12]). 设 tr是矩阵的迹, 则M2(M)表示由所有包含迹 τ2 = tr⊗ τ 的 2×2算子矩阵

构成的 von Neumann代数(相关知识请参阅文献 [13]). 我们用 1和 P(M)定义M上的单位元和投影算子集合.

如果对M的交换子M′中的任一酉元 u有 ux = xu, 则称线性算子 x :D(x)→H附属于M, 其中 D(x)⊆H. 我

们用 ex表示H上自伴算子 x的谱测度. 对任意 Borel集 B⊆R, 自伴算子 x附属于M当且仅当 ex(B)∈P(M).

如果对任意 δ > 0, 存在 e∈P(M), 使得当 e(H)∈D(x), τ(e⊥)≤ δ时, 则附属于M的闭稠定算子 x被称为是 τ 可

测的. 记 L0(M)为 τ 可测算子全体(见文献 [11]). 如果 x≥ 0 , 则称 x是正的, 自伴的和 τ 可测的. 设 x∈L0(M),

s≥ 0. 则 x的第 s个广义奇异值 µs(x)为

µs(x)= inf{‖xe‖ : e∈ P(M), τ(1−e)≤ s}.

我们用 µ(x)表示函数 s→µs(x). 通过广义奇异值的方法, 文献 [14-15]的作者研究了次优化不等式(有关广

义奇异值的基本性质请参阅文献 [16]). 在文献 [7,11]中, 非交换空间 Lp和 L1(M)+M的定义为

Lp(M)= {x∈L0(M) : µ(x)∈Lp(R)}, 1≤ p≤∞,

L1(M)+M= {x :x= y+z,y ∈L1(M),z ∈M} ,

其范数为

‖x‖Lp(M) = ‖µ(x)‖Lp , ‖x‖L1(M)+M = inf {‖y‖L1(M) +‖z‖M :x= y+z, y ∈L1(M), z ∈M} .

设 X, Y 为两个 Banach 空间, B(X,Y ) 为所有从 X 到 Y 的有界线性算子构成的空间. 若 U 是 X 子集,

f :U → Y 是连续映射. 则映射 T ∈B(X,Y )被称为 f 在点 x0 ∈U 的 Fréchet导数当且仅当

lim
‖u‖X→0

‖f(x0 +u)−f(x0)−Tu‖Y

‖u‖X

=0.

如果 f 在 U 上每一点都可微, 则它在 U 上可微. 我们用 Df 表示 f 的 Fréchet导数.

下面定义 f 的逆映射. 设 U 是X的开子集, f :U →Y 在 U 到 Y 的开子集 V 上是同胚映射,其中 V = f(U).

定义 f 的逆映射为 f−1 :V →X. 当X =Y =L1(M)+M时, 我们有下面的引理. 该引理中用到的技巧是处理算

子方程的关键, 特别是在本文中. 引理 2的证明和文献 [17]中定理 2.2的证明类似, 为了方便和准确, 我们给出

证明细节.

引理 1 设X, Y 是 Banach空间, U =B(a0, r)是X 中闭球, F 是 U →Y 的映射, 其中 a0是中心, r是半径.

设 T :X→Y 是连续线性同胚映射. 若对任意 a1, a2 ∈U , 存在 q ∈ (0,1), 有

‖F (a1)−F (a2)−T (a1−a2)‖Y ≤ q‖T (a1−a2)‖Y (1)

则 (1) F 在 U上是单射且连续.

(2) ‖x1−x2‖X ≤ ‖T−1‖Y→X

1−q
‖y1−y2‖Y , 其中 yi =F (xi), xi ∈U , i=1, 2.

证明 (1) 首先证明 F 在 U 上是单射. 设存在 a1, a2 ∈U 使得 F (a1)= F (a2). 则由 (1)可知,

‖T (a1−a2)‖Y ≤ q‖T (a1−a2)‖Y .

由于 q ∈ (0,1), 故 ‖T (a1−a2)‖Y =0. 从而 T (a1)= T (a2). 因为 T 是单射, 所以 a1 = a2.

下证 F 在 U 上连续. 对任意 a1, a2 ∈U , 由于 T 连续, 故对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得当 ‖a1−a2‖X ≤ δ时,

有‖T (a1−a2)‖Y ≤ ε
1+q

. 因而

‖F (a1)−F (a2)‖Y ≤‖F (a1)−F (a2)−T (a1−a2)+T (a1−a2)‖Y

≤‖F (a1)−F (a2)−T (a1−a2)‖Y +‖T (a1−a2)‖Y

≤ q‖T (a1−a2)‖Y +‖T (a1−a2)‖Y

=(1+q)‖T (a1−a2)‖Y

≤ ε.
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综上所述, 结论得证.

(2) 设 xi ∈U , bi =Txi ∈V0 =T (U), i=1, 2. 则 F (xi)= yi等价于 F (T−1bi)= yi, xi =T−1bi. 对 ci ∈V0, 设

G1(ci)= ci−F (T−1ci)+y1,

G2(ci)= ci−F (T−1ci)+y2.

因为

‖G1(c1)−G1(c2)‖Y = ‖c1−c2 +F (T−1c2)−F (T−1c1)‖Y

= ‖F (T−1c1)−F (T−1c2)−T (T−1(c1−c2))‖Y

≤ q‖T (T−1(c1−c2))‖Y

= q‖c1−c2‖Y ,

所以 G1 在 V0 上是压缩映射, 类似可得 G2 是压缩映射. 由不动点定理知, Gi 有唯一不动点, 即 G1(b1) =

b1, G2(b2)= b2. 从而 xi =T−1bi是方程 F (xi)= yi的唯一解. 因

‖b1−b2‖Y = ‖G1(b1)−G2(b2)‖Y

= ‖G1(b1)−G2(b1)+G2(b1)−G2(b2)‖Y

≤‖G1(b1)−G2(b1)‖Y +‖G2(b1)−G2(b2)‖Y

= ‖y1−y2‖Y +‖b1−b2 +F (T−1b2)−F (T−1b1)‖Y

= ‖y1−y2‖Y +‖F (x1)−F (x2)−T (x1−x2)‖Y

≤‖y1−y2‖Y +q‖T (x1−x2)‖Y

= ‖y1−y2‖Y +q‖b1−b2‖Y ,

故 ‖b1−b2‖Y ≤ 1
1−q

‖y1−y2‖Y 且对 xi =F−1(yi), 我们有

‖x1−x2‖X = ‖T−1(b1−b2)‖X ≤‖T−1‖Y→X‖b1−b2‖Y ≤ ‖T−1‖Y→X

1−q
‖y1−y2‖Y .

引理 2 设 X, Y 是 L1(M) +M 的两个开子集, ψ : (0,∞) → (0,∞) 是可微同胚映射且 ϕ 是 ψ 的逆. 若

Dψ(a) : X→Y 是连续线性同胚映射且 a∈X, y ∈Y . 则方程 Dψ(a)(x)= y有解

x=(Dψ(a))−1(y)= Dϕ(ψ(a))(y)∈L1(M)+M.

证明 将 x = (Dψ(a))−1(y)代入方程 Dψ(a)(x) = y中, 我们得到 x是解. 下证 (Dψ(a))−1(y) = Dϕ(ψ(a))(y).

取X 中任意两点 a1, a2, 令 Fψ(a1)= ψ(a1)−ψ(a2)−Dψ(a1)(a1−a2). 因为 ψ可微, 则对任意 ε> 0, 存在 δ > 0, 使

得当 ‖a1−a2‖L1(M)+M≤ δ时, 有

‖Fψ(a1)‖L1(M)+M = ‖ψ(a1)−ψ(a2)−Dψ(a1)(a1−a2)‖L1(M)+M

≤ ε‖a1−a2‖L1(M)+M

≤ ε‖(Dψ(a1))−1‖Y→X‖Dψ(a1)(a1−a2)‖L1(M)+M

= q‖Dψ(a1)(a1−a2)‖L1(M)+M (令 q = ε‖(Dψ(a1))−1‖Y→X ∈ (0,1)).

设 yi = ψ(ai) ∈ L1(M)+M, i = 1, 2且 ω = ϕ(y1)−ϕ(y2)−T−1(y1−y2), 其中 T = Dψ(a1). 则 Tω = T (a1−a2)−
ψ(a1)+ψ(a2). 由引理 1中的 (2)知

‖ω‖L1(M)+M = ‖T−1Tω‖L1(M)+M≤‖T−1‖Y→X‖Tω‖L1(M)+M

= ‖T−1‖Y→X‖T (a1−a2)−ψ(a1)+ψ(a2)‖L1(M)+M
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= ‖T−1‖Y→X‖Fψ(a1)‖L1(M)+M

≤ q‖T−1‖Y→X‖T (a1−a2)‖L1(M)+M

≤ q‖T−1‖Y→X‖T‖X→Y ‖a1−a2‖L1(M)+M

≤ q

1−q
‖T−1‖2

Y→X‖T‖X→Y ‖y1−y2‖L1(M)+M.

令 P = q

1−q
‖T−1‖2

Y→X‖T‖X→Y , 从上述不等式我们得出结论 ‖ϕ(y1)−ϕ(y2)−(Dψ(a1))−1(y1−y2)‖L1(M)+M≤
P‖y1−y2‖L1(M)+M. 这表明 ϕ可微且 (Dψ(a))−1(y)= Dϕ(ψ(a))(y).

2 算子方程的解

有关扇形算子的定义请参阅文献 [18]. 我们首先给出下面一个引理.

引理 3 设 0 <a∈M且 ψ(a)= a2. 则 Fréchet导数 Dψ(a)(x)= ax+xa是单射, 其中 x∈L1(M)+M.

证明 要证 Dψ(a) 是单射, 只需证方程 ax + xa = 0 有唯一解. 设 x 是齐次方程 ax + xa = 0 的解. 对于

λ∈ ρ(a)∩ρ(−a), 我们有

x(−a−λ)−1−(a−λ)−1x=0,

其中 ρ是预解集. 令 t> 0, 将 a的条件与上述等式结合, 我们可以得到下列积分收敛且

1
2πi

∫

Γ

etλ(a−λ)−1xdλ =
1

2πi

∫

Γ

etλx(−a−λ)−1dλ,

其中 Γ为 a的谱的边界线,与−a的谱分离,且方向为正. 因 (−a−λ)−1一致有界,则上述等式右边项消失.因此,

1
2πi

∫

Γ

etλ(a−λ)−1xdλ =0.

令 t→ 0, 通过函数演算可得 1
2πi

∫
Γ

(a−λ)−1dλ =1且 x=0. 故 ax+xa=0的解如果存在, 则唯一.

定理 1 设 0 <a∈M. 若 a的谱在扇形区域 {z : z 6=0,−π
2

< argz < π
2
}上, 则对于 0≤ y ∈L1(M)+M, 方程

ax+xa= y (2)

有解, x∈L1(M)+M且 x= 1
π

∫∞
0

(λ+a2)−1y(λ+a2)−1λ
1
2 dλ.

证明 设 ϕ(a)= a
1
2 , ψ(a)= a2. 显然 ψ(a)是同胚映射. 则方程 (2)可由 ψ在 a处的 Fréchet导数表示为

Dψ(a)(x)= y (3)

在文献 [19]中的 116页, 我们知道公式 ar = sinrπ
π

∫∞
0

a
λ+a

λr−1dλ. 通过变量代换和函数演算, 得到 ϕ(a)的具体表

达式

ϕ(a)=
1
π

∫ ∞

0

a(λ+a)−1λ−
1
2 dλ.

因此,

Dϕ(a)=
1
π

∫ ∞

0

(λ+a)−1y(λ+a)−1λ
1
2 dλ.

根据引理 2可得

x=Dϕ(ψ(a))(y)=
1
π

∫ ∞

0

(λ+a2)−1y(λ+a2)−1λ
1
2 dλ (4)

由引理 3知Dψ(a)是单射. 将 (4)代入等式 (3)中,得到x是方程 (2)的解. 因 ‖x‖L1(M)+M = ‖Dϕ(ψ(a))(y)‖L1(M)+M

≤∞, 故 x∈L1(M)+M.
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定理 2 设 0 <a, b∈M. 若 a和 b的谱在扇形区域 {z : z 6=0,−π
2

< argz < π
2
}上, 则方程

ax+xb= y, 0≤ y ∈L1(M)+M

有解, x∈L1(M)+M且 x= 1
π

∫∞
0

(λ+a2)−1y(λ+b2)−1λ
1
2 dλ.

证明 令 A =

(
a 0

0 b

)
, X =

(
0 x

0 0

)
, Y =

(
0 y

0 0

)
. 因 A, Y ∈ (L1(M)+M)(M2(M)), 通过定理 1, 得

到 X ∈ (L1(M)+M)(M2(M))且

X =
1
π

∫ ∞

0

(λ+A2)−1Y (λ+A2)−1λ
1
2 dλ.

3 算子单调函数

在本节中,我们研究关于算子单调函数反函数的一些解和例子. 为了方便,我们引入下列符号.我们用 D定
义区间 (0,∞)和上下半平面的并集. 设 Q是一个集合, 其定义为

Q= {ϕ : a≥ b ⇒ϕ(a)≥ϕ(b)}.

引理 4 设 ϕ : (0,∞) → (0,∞) ∈ Q, ϕ(0) = lim
t↓0

ϕ(t) = 0, 0 < a ∈ M. 设 ϕ的解析延拓在 D 上是单叶的且
ψ :ϕ(D)→D是 ϕ的反函数. 若 a的谱在 ϕ(D)上且 ψ(a)的谱在 D上. 则对 0≤ y ∈L1(M)+M,

Dϕ(a)(y)= by+
∫ ∞

0

λ2(λ+a)−1y(λ+a)−1dµ(λ), b> 0.

证明 由于 ϕ是算子单调函数, 故 ϕ(z)形式为

ϕ(z)= bz+
∫ ∞

0

λz

λ+z
dµ(λ), z ∈D

或

ϕ(a)= ba+
∫ ∞

0

λa(λ+a)−1dµ(λ),

其中 b≥ 0, µ是正测度,
∫∞
0

λ
λ+1

dµ(λ) <∞且 a的谱在 D上. 令 h(a) = a−1, f(a) = a(λ+a)−1 = 1−λ(λ+a)−1. 则

对 0≤ y ∈L1(M)+M来说, 其导数为 Dh(a)(y)=−a−1ya−1, Df(a)(y)= λ(λ+a)−1y(λ+a)−1. 从而

Dϕ(a)(y)= by+
∫ ∞

0

λ2(λ+a)−1y(λ+a)−1dµ(λ) (5)

因为
∫∞
0

λ2‖(λ+a)−1‖2dµ(λ) <∞,故 (5)式的积分项收敛. 事实上,若 a的谱在C\(−∞,0]上,则 (λ+1)‖(λ+a)−1‖
有界. 由于

1
‖Z‖

∫ ∞

0

λ‖f(a+Z)−f(a)−Df(a)(Z)‖dµ(λ)

≤ 1
‖Z‖

∫ ∞

0

λ2‖(λ+a)−1‖‖(λ+a)−1−(λ+a+Z)−1‖‖Z‖dµ(λ) (6)

≤ (
∫ ∞

0

λ2‖(λ+a)−1‖2‖(λ+a+Z)−1‖dµ(λ))‖Z‖

令 ‖Z‖→ 0, 得到 (6)式收敛且 (5)成立.

因此, 我们有如下定理.

定理 3 设 a, y, ϕ, ψ和 D满足引理 4中的假设. 若 a的谱在 ϕ(D)上, 则对代表元 ϕ(z)= bz+
∫∞
0

λz
λ+z

dµ(λ),

b≥ 0, µ是正测度,
∫∞
0

λ
λ+1

dµ(λ) <∞来说, 方程

Dψ(a)(x)= y
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有解且解为

x= by+
∫ ∞

0

λ2(λ+ψ(a))−1y(λ+ψ(a))−1dµ(λ).

证明 根据引理 2和引理 4 , 我们得到结论.

例 1 考虑函数ϕ(k)= log(k+1), k > 0. 显然它的解析延拓是ϕ(m)= Log(m+1),其中 Logm = log |m|+iArgm

是定义在除了 (−∞,0]上的对数函数且函数 Argm的取值在 (−π,π]上. 令 D́ = C\(−∞,0]. 则 ϕ的反函数在

ϕ(D́)= {ω ∈C :−π < Imω < π}\(−∞,0]上的定义为

ψ(ω)= eω−1.

我们知道 ϕ(m)的积分表示为

ϕ(m)=
∫ ∞

1

m

λ+m

1
λ

dλ.

对 ψ(k)= ek−1来说, Dyson’s扩张 ea+x−ea =
∫ 1

0
e(1−k)axek(a+x)dk给出

Dψ(a)(x)=
∫ 1

0

e(1−k)axekadk.

令 0 <a∈M且它的谱在 ϕ(D́)上. 则方程
∫ 1

0

e(1−k)axekadk = y

有解

x=Dϕ(ψ(a))(y)=
∫ ∞

1

(λ+ea−1)−1y(λ+ea−1)−1dλ

=
∫ ∞

0

(λ+ea)−1y(λ+ea)−1dλ.
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[9] SANO T. Fréchet derivatives for operator monotone functions[J]. Linear Algebra and Its Applications, 2014, 456: 88-92.

[10] DIXMIER J. Von Neumann algebras[M]. Amsterdam: North-Holland Publishing, 1981.

[11] PISIER G, XU Q. Noncommutative LP-spaces[J]. Handbook of the Geometry of Banach Spaces, 2003, 2: 1459-1517.

[12] TAKESAKI M. Theory of operator algebra I[M]. New York: Springer-Verlag, 1979.

[13] RUAN Z J. Operator spaces[M]. Oxford: Clarendon Press, 2000.

[14] JIANG X Y, HAN Y Z. Some logarithmic submajorisation inequalities related to Heinz mean[J]. Journal of Xinjiang Univer-

sity(Natural Science Edition in Chinese and English), 2021, 38(4): 397-406+424.

[15] WANG Y, YAN C. Logarithmic submajorization and symmetric quasi-norm inequalities on operators[J]. Journal of Xinjiang

University(Natural Science Edition in Chinese and English), 2021, 38(4): 407-424.

(下转第 445页)


