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摘 要：当样本量较小时，渐近检验方法通常表现不佳．针对小样本的分层双边数据，在Donner模型下对不同层中的

相对风险比进行精确检验．基于Score检验提出小样本下的两种精确方法，即E方法和M方法．拟合结果表明E方法在第

一类错误率和功效上表现较优．
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Exact Test of Relative Risk Ratio in Stratified Bilateral Data

with Small Sample

MOU Keyi, LI Zhiming

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：Asymptotic methods have usually poor performance when sample size is small. For small samples in

stratified bilateral data, the paper proposes exact tests of relative risk ratio under Donner’s model. Based on score

test, two exact methods are introduced in small samples such as E and M methods. Simulations show E method

performs better in terms of empirical type I error rate and power.
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0 引 言

在临床医学实验中,当患者提供来自配对器官如眼睛、耳朵或胳膊等数据时,所有可能的结果分别为无、一

个或两个响应, 此类数据称为配对数据. 文献[1]认为来自同一个个体的配对器官之间的响应是互相关联的, 如

果忽略其组内相关性,将会导致统计推断出现偏差. 假定一个器官出现响应时,另一个器官也出现响应的概率是

无条件概率的R倍, 其中R为一个正常数, 在这个假设条件下的模型称为Ronser模型. 文献[2]指出Ronser模型的

不足,认为一个器官出现响应的条件下,另一个器官也出现响应的概率并不依赖于无条件响应的概率.文献[3]提

出Donner模型并假定每个组的相关系数是固定的. 文献[4]证明Donner模型能充分利用来自单个或配对器官的

数据以提高检验的功效. 文献[5]将此模型用于分层的配对数据并假设各层中每一组的相关系数相同, 不同层之

间不同. Donner模型下更多研究结果可参阅文献[6-8].
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近年来, 一致性检验成为配对数据研究中的热点问题. 文献[1]提出两个统计量检验独立或者非独立模型中

比例差的一致性. 基于此, 文献[9]建立了适用于小样本或稀疏数据结构的精确和渐近方法. 此外, 文献[10]提出

检验治愈率一致性的统计量, 包括独立和非独立模型下的似然比、Score和Wald型检验等. 在Rosner模型下, 文

献[11]提出Score和Wald型统计量检验分层双边设计中的比例差异. 当样本量较大时, 渐近方法下的检验具有良

好表现, 但当样本量相对较小时, 渐近检验就难以保持良好的第一类错误率和功效. 因此, 除了利用渐近方法构

造检验统计量外, 小样本下的精确方法在配对数据上的分析同样值得关注.

在有关精确检验的研究中, 文献[12]使用原假设下的极大似然估计值来替换讨厌参数, 此方法被称为E方法.

文献[13]通过最大化所有讨厌参数范围上的尾部概率来计算p值, 称之为M方法. 精确方法更多研究内容可参阅

文献[14-17]. 然而, 上述精确方法大多集中于单层多组情形, 对多层两组的双边数据进行精确检验的研究较少.

本文提出基于Score检验的E方法和M方法, 对分层配对数据的各层相对风险比进行一致性检验, 并通过拟合比

较渐近方法与E方法、M方法在第一类错误率和功效下的表现.

1 Donner模型和参数估计
在配对相关数据的临床研究中, 假设患者由于某种混杂因素(如年龄、性别、疾病严重程度等)被分为J层.

设Mj为第j层的总人数(j = 1, · · · ,J), 每层的患者被随机分入2个治疗组接受不同的治疗. 令mlij为第j层第i组中

带有l个响应的患者总数(l =0,1,2, i=1,2, j =1, · · · ,J), plij分别表示第j层第i组中无、单边及双边响应的概率.对

于任何固定的i和j, p0ij +p1ij +p2ij = 1都成立. 第j层第i组的患者总人数Nij =
∑2

l=0 mlij且各组总人数固定不变,

Slj表示第j层中出现l个响应的患者总数. 分层模型中第j层的数据结构如表1所示.

表 1 分层配对相关数据第j层结构

响应个数(l)
组(i)

合计
1 2

0 m01j(p01j) m02j(p02j) S0j

1 m11j(p11j) m12j(p12j) S1j

2 m21j(p21j) m22j(p22j) S2j

合计 N1j N2j Mj

记mij =(m0ij ,m1ij ,m2ij)T , pij =(p0ij ,p1ij ,p2ij)T . 对于第j层, mij(i=1或2)服从三项分布.因此, mij的联合

概率密度函数为

f(mij |pij)=
Nij !

m0ij !m1ij !m2ij !
p

m0ij

0ij p
m1ij

1ij p
m2ij

2ij .

设Zhijk表示第j层第i组中第h(h = 1,2, · · · ,Nij)位患者的第k(k = 1,2)只眼睛的响应变量. 如果存在响应,

Zhijk = 1, 否则为0. 在Donner模型下, 假设P (Zhijk = 1) = πij ,0 < πij < 1, 以及Corr(Zhijk,Zhij(3−k)) = ρj(0 < ρj <

1). 故, p0ij = ρj(1−πij)+(1−ρj)(1−πij)2, p1ij =2πij(1−ρj)(1−πij), p2ij = ρjπij +(1−ρj)π2
ij , i=1,2, j =1, · · · ,J .

对于i=1,2, 记πi =(πi1, · · · ,πi2)T , ρ=(ρ1, · · · ,ρJ)T . 据观察数据mij (i=1,2, j =1, · · · ,J), 其对数似然函数为

`(π1,π2,ρ)=
J∑

j=1

lj(π1j ,π2j ,ρj)+logC,

此时

lj(π1j ,π2j ,ρj)=
2∑

i=1

{m0ij log[ρj(1−πij)+(1−ρj)(1−πij)2]+m1ij log[2πij(1−ρj)(1−πij)]

+m2ij log[ρjπij +(1−ρj)π2
ij ]},

且C =
∏J

j=1

∏2

i=1

Nij !

m0ij !m1ij !m2ij !
是个常数. 令δj = π2j/π1j(j = 1, · · · ,J)为第j层中两组之间的相对风险比. 在分层

模型中, 本文检验的假设为

H0 : δ1 = δ2 = · · ·= δJ , δ, Ha : δj不全相等.
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在假设H0下, π2j =π1jδ(j =1, · · · ,J). 因此其对数似然函数可以写为

`0(π1, δ,ρ)=
J∑

j=1

l0j(π1j , δ,ρj)+logC,

其中：δ为兴趣参数, π1和ρ为讨厌参数, 并有

l0j(π1j , δ,ρj)=m01j log[ρj(1−π1j)+(1−ρj)(1−π1j)2]+m11j log[2π1j(1−ρj)(1−π1j)]

+m21j log[ρjπ1j +(1−ρj)π2
1j ]+m02j log[ρj(1−π1jδ)+(1−ρj)(1−π1jδ)2]

+m12j log[2π1jδ(1−ρj)(1−π1jδ)]+m22j log[ρjπ1jδ+(1−ρj)(π1jδ)2].

根据似然函数, 下面给出未知参数的估计值.

令π̂1j , π̂2j , ρ̂j分别为π1j ,π2j ,ρj(j = 1, · · · ,J)的全局极大似然估计. 对于未知参数πij和ρj (i = 1,2, j = 1, · · · ,J),

它们的极大似然估计是如下等式的解
∂lj
∂πij

=0,
∂lj
∂ρj

=0,

其中
∂lj
∂πij

=
(2πij−1)m1ij

πij(πij−1)
+

m2ij(ρj +2πij−2ρjπij)
πij(ρj +πij−ρjπij)

−m0ij(ρj +2πij−2ρjπij−2)
(πij−1)(ρjπij−πij +1)

,

∂lj
∂ρj

=
2∑

i=1

[ m1ij

(ρj−1)
− (πij−1)m2ij

(ρj +πij−ρjπij)
+

πijm0ij

(ρjπij−πij +1)

]
.

然而, 上式并不存在显式解, 需要利用迭代算法如Fisher得分算法、牛顿法、Bootstrap方法等求得极大似然估

计[18]. 针对多组配对相关数据的极大似然估计, 文献[19]指出相比牛顿法和广义期望最大算法, Fisher得分算

法在收敛方面具有一定优势. 考虑到Bootstrap方法花费时间久, 本文选择Fisher得分算法得到全局极大似然估

计π̂1j , π̂2j , ρ̂j . 在Donner模型中, 一共有3J个未知参数. 对于第j层, πij ,ρj (i=1,2)的初值设为

π(0)
ij =

m1ij +2m2ij

2Nij

, ρ(0)
j =

4S0jS2j−S2
1j

(S1j +2S0j)(S1j +2S2j)
. (1)

参数π1j ,π2j以及ρj(j =1, · · · ,J)的第t+1次迭代值可以通过Fisher得分算法求得



π(t+1)
1j

π(t+1)
2j

ρ(t+1)
j


=




π(t)
1j

π(t)
2j

ρ(t)
j


+

[
I(j)
0

]−1
(π1j ,π2j ,ρj)×




∂lj

∂π1j

∂lj

∂π2j

∂lj

∂ρj




∣∣∣∣
π1j=π

(t)
1j ,π2j=π

(t)
2j ,ρj=ρ

(t)
j

,

其中[I(j)
0 ]−1是Fisher信息矩阵I(j)

0 的逆矩阵且

I(j)
0 =




I(j)
011 I(j)

012 I(j)
013

I(j)
012 I(j)

022 I(j)
023

I(j)
013 I(j)

023 I(j)
033


=−




E

(
∂2lj

∂π2
1j

)
E

(
∂2lj

∂π1j∂π2j

)
E

(
∂2lj

∂π1j∂ρj

)

E

(
∂2lj

∂π1j∂π2j

)
E

(
∂2lj

∂π2
2j

)
E

(
∂2lj

∂π2j∂ρj

)

E

(
∂2lj

∂π1j∂ρj

)
E

(
∂2lj

∂π2j∂ρj

)
E

(
∂2lj

∂ρ2
j

)




,

因为第j层中的二阶偏导中 ∂2lj

∂π1j∂π2j
=0(j =1, · · · ,J), 以及

∂2lj
∂π2

ij

=
m0ij

(πij−1)(πijρj−πij +1)

[
(2ρj−2)− (2πij +ρj−2πijρj−2)2

(πij−1)(πijρj−πij +1)

]

−m2ij(2πijρj(πijρj−2πij−ρj +1)+ρ2
j +2π2

ij)
π2

ij(πij +ρj−πijρj)2
−m1ij(2π2

ij−2πij +1)
π2

ij(πij−1)2
,

∂2lj
∂ρ2

j

= −m11j +m12j

(ρj−1)2
−m01jπ

2
1j +m21j(π1j−1)2

(π1jρj−π1j +1)2
−m02jπ

2
2j +m22j(π2j−1)2

(π2jρj−π2j +1)2
,

∂2lj
∂πij∂ρj

=
m0ij(πij +ρj−πijρj)2−m2ij(πijρj−πij +1)2

[πijρj(−πijρj +2πij +ρj−2)−π2
ij +πij +ρj ]2

, i=1,2.
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利用mlij(l =0,1,2, i=1,2, j =1,2, · · · ,J)的期望可得Fisher信息矩阵中二阶偏导的期望.

在原假设H0: δ1 = δ2 = · · ·= δJ , δ下, π2j = π1jδ (j = 1, · · · ,J)成立, 也就是说, 所有层中的相对风险比都相

等. 此时, 第j层中的一阶偏导式为

∂l0j

∂ρj

=
m11j +m12j

ρj−1
+

m01jπ1j

π1jρj−π1j +1
− m22j(δπ1j−1)

ρj +δπ1j−δπ1jρj

− m21j(π1j−1)
π1j +ρj−π1jρj

+
δm02jπ1j

δπ1jρj−δπ1j +1
,

∂l0j

∂δ
= −m02jπ1j [2(1−ρj)(1−δπ1j)+ρj ]

ρj(1−δπ1j)+(1−ρj)(1−δπ1j)2
+

m12j(1−2δπ1j)
δ(1−δπ1j)

+
m22j [2δπ1j(1−ρj)+ρj ]

δρj +(1−ρj)δ2π1j

,

∂l0j

∂π1j

= − m01j [2(1−ρj)(1−π1j)+ρj ]
ρj(1−π1j)+(1−ρj)(1−π1j)2

+
m11j(1−2π1j)
π1j(1−π1j)

+
m21j [2π1j(1−ρj)+ρj ]

π1jρj +(1−ρj)π2
1j

+
δ

π1j

∂l0j

∂δ
.

令δ̃, π̃1j和ρ̃j为δ, π1j和ρj(j =1, · · · ,J)在H0下的限制性极大似然估计满足

∂`0

∂π1j

=0,
∂`0

∂δ
=0,

∂`0

∂ρj

=0, j =1, · · · ,J.

然而, 该显式解并不存在. 因此, 采用Fisher得分算法获得限制性极大似然估计δ̃, π̃1j和ρ̃j . ρj ,π1j的初值在公

式(1)中给定, 且δ(0)=1. 则δ, π1j和ρj(j =1, · · · ,J)的第(t+1)次更新可以由Fisher得分算法计算得到




δ(t+1)

π(t+1)
1

ρ(t+1)


=




δ(t)

π(t)
1

ρ(t)


+I−1

1 (δ,π1,ρ)×




∂`0
∂δ

∂`0
∂π1

∂`0
∂ρ




∣∣∣∣
δ=δ(t),π1=π

(t)
1 ,ρ=ρ(t)

,

其中 ∂`0
∂π1

=( ∂l01
∂π11

, ∂l02
∂π12

, · · · , ∂l0J

∂π1J
)T , ∂`0

∂ρ
=( ∂l01

∂ρ1
, ∂l02

∂ρ2
, · · · , ∂l0J

∂ρJ
)T . I−1

1 (δ,π1,ρ)是(2J+1)×(2J+1)Fisher信息阵I1(δ,π1,ρ)

的逆矩阵且

I1(δ,π1,ρ)=




I111 I112 I113

IT
112 I122 I123

IT
113 IT

123 I133


 ,

其中

I111 =E(−∑J

j=1

∂2l0j

∂δ2 ), I112 =
[
E(− ∂2l01

∂δ∂π11
),E(− ∂2l02

∂δ∂π12
), · · · ,E(− ∂2l0J

∂δ∂π1J
)
]
,

I113 =
[
E(− ∂2l01

∂δ∂ρ1
),E(− ∂2l02

∂δ∂ρ2
), · · · ,E(− ∂2l0J

∂δ∂ρJ
)
]
, I122 = diag

{
E

(
− ∂2l0j

∂π2
1j

)}
,

I123 = diag
{

E

(
− ∂2l0j

∂π1j∂ρj

)}
, I133 = diag

{
E

(
− ∂2l0j

∂ρ2
j

)}
,

这里diag为对角矩阵符号.

2 检验统计量

基于Fisher得分算法得到的极大似然估计, 可以构造渐近方法下的一致性检验.

2.1 Score检验

记U =( ∂l1
∂δ1

, ∂l2
∂δ2

, · · · , ∂lJ
∂δJ

,0, · · · ,0), 定义Score检验统计量为

TSC =U I2(δ,π1,ρ)−1U T

∣∣∣∣
δ=δ̃,π1=π̃1,ρ=ρ̃

,
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其中I2(δ,π1,ρ)是一个3J×3J信息阵. 在Ha下, 涉及到所有层参数的信息阵

I2(δ,π1,ρ) =




I211 I212 I213

I212 I222 I223

I213 I223 I233




3J×3J

=




diag
{
E(− ∂2lj

∂δ2
j
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂δj∂π1j
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂δj∂ρj
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂δj∂π1j
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂π2
1j

)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂π1j∂ρj
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂δj∂ρj
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂π1j∂ρj
)
}

diag
{
E(− ∂2lj

∂ρ2
j
)
}


 .

经过计算, TSC可以简化为

TSC =UI2(δ,π1,ρ)−1UT

∣∣∣∣
π1=π̃1,δj=δ̃,ρ=ρ̃

=
J∑

j=1

{
aj(π̃1j , δ̃, ρ̃j)

(
∂lj(π̃1j , δ̃, ρ̃j)

∂δ̃

)2}
,

其中

aj = − δj(δjπ1j−1)(π1j−1)(ρj−1)Ej(FjGj−H2
j )

2N1jN2jπ1j [N1j(1−π1j)Ij−δjN2j(δjπ1j−1)Jj ]
,

Ej = [δjπ1j(ρj−1)2(1−δjπ1j)+ρj ][π1j(ρj−1)2(1−π1j)+ρj ],

Fj = N1jπ1j(π1j−1)
[

2
ρj−1

− π1j

π1jρj−π1j +1
+

(π1j−1)
π1j +ρj−π1jρj

]

+N2jδjπ1j(δjπ1j−1)
[

2
ρj−1

− δjπ1j

δjπ1jρj−δjπ1j +1
+

(δjπ1j−1)
δjπ1j +ρj−δjπ1jρj

]
,

Gj = δ2
j N2j

[
ρ2

j +2δjπ1j(ρj−1)[δjπ1j(ρj−1)−ρj ]
δjπ1j(ρj +δjπ1j−δjπ1jρj)

+
(2ρj−2)(2δ2

j π
2
1j−2δjπ1j +1)

δjπ1j(δjπ1j−1)

− (ρj−1)[(2δ2
j π

2
1j +1)(ρj−1)−2δjπ1j(ρj−2)]+1

(δjπ1j−1)(δjπ1jρj−δjπ1j +1)

]
−N1j

2π1j(1−π1j)[ρj(2ρj−3)+1]+ρj(2−ρj))
π1j(π1j−1)[π1j(1−π1j)(ρj−1)2 +ρj ]

,

Hj = N1j

(
π1j

π1j +ρj−π1jρj

+
π1j−1

π1jρj−π1j +1

)
+δjN2j

(
δjπ1j−1

δjπ1jρj−δjπ1j +1
+

δjπ1j

ρj +δjπ1j−δjπ1jρj

)
,

Ij = 2δjπ1j(2ρ2
j−3ρj +1)(1−δjπ1j)−ρ2

j +2ρj ,

Jj = 2π1j(1−π1j)(2ρ2
j−3ρj +1)−ρ2

j +2ρj .

在H0下, 检验统计量TSC渐近服从自由度为J − 1的卡方分布. 由于该方法为渐近方法，简记为A方法. 令

χ2
J−1,1−α是自由度为J−1的卡方分布的100(1−α)分位数. 在显著性水平α下, 如果检验统计量的值大于χ2

J−1,1−α,

那么H0就应该被拒绝.

2.2 E方法

2.1节所提出的Score检验统计量当样本量较大时具有令人满意的结果, 但是对于小样本量表现较差. 因此,

基于Score检验构造两种精确方法分别为E方法与M方法. 计算精确方法下的p值, 需要合适的方法确定尾部区

域和处理讨厌参数. E方法由文献[20]提出, 对于一个给定的样本矩阵M∗, 固定各个组的总人数Nij(i = 1,2, j =

1,2, · · · ,J), 通过改变矩阵中各个元素的值, 可以得到各组人数不变时所有可能的样本矩阵. 所有统计量值大

于M∗矩阵统计量值的对应矩阵组成了M∗的尾部区域: ΩE(M∗) =
{
M : TSC(M) ≥ TSC(M∗)}, 则p值为尾部区

域的似然函数值总和. 利用原假设H0下的极大似然估计来代替未知参数π1j , δj ,ρj , j = 1,2, · · · ,J . 定义样本矩

阵M∗对应的p值

PE(M∗) = P
(
TSC(M)≥TSC(M∗) | π̃∗1 , δ̃∗, ρ̃∗

)
=

∑
M∈ΩE(M∗)

exp
[
`0(M | π̃∗1 , δ̃∗, ρ̃∗

)]
,

此处π̃∗1 , δ̃
∗, ρ̃∗为基于M∗在H0下的极大似然估计.
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2.3 M方法

M方法由文献[21]提出, 通过在定义域内任意选取参数π1, δ,ρ使得尾部区域的概率总和最大化. 与E方法类

似, M方法的尾部区域定义为ΩM(M∗)=
{
M :TSC(M)≥TSC(M∗)}. M方法下的p值为

PM(M∗)= sup
π1j∈[0,1],π1jδ∈[0,1],ρj∈[−1,1]

{ ∑
M∈ΩM (M∗)

exp
[
`0(M |π1, δ,ρ

)]}
,

其中：π1 =(π11,π12, · · · ,π1J)T ,ρ=(ρ1,ρ2, · · · ,ρJ)T .

3 数值拟合

对给定参数下A方法、E方法与M方法的第一类错误率和功效进行比较. 第一类错误率是当原假设为真时

拒绝原假设的概率. 根据文献[9], 若显著性水平为0.05, 第一类错误率在0.04与0.06之间时称检验为稳健的; 当第

一类错误率大于0.06时检验是冒进的; 当第一类错误率小于0.04时检验是保守的. 功效即当原假设错误时正确

地拒绝原假设的概率. 一个好的检验不仅要有稳健的第一类错误率, 也应该有尽可能高的功效. 渐近Score方法

的第一类错误率和功效通过拟合得到, 在原假设或备择假设下设置参数, 然后在给定参数下随机生成10 000个

样本. 当显著性水平为0.05时, 基于这10 000个样本统计p值小于0.05时拒绝原假设的次数, 即可通过拒绝次数/

10 000得出第一类错误率或功效. 对于精确方法E方法和M方法, 则需要计算每组样本量固定时所有可能样本

的p值, 将p值与0.05比较, 统计拒绝的次数得到精确方法的第一类错误率和功效.

由于E方法和M方法需要计算每组样本量固定时所有样本矩阵所对应的p值,并将识别出的尾部区域对应似

然函数值进行加总. 考虑到精确方法求取第一类错误率和功效的计算量比较大, 本文仅给出层数J = 2时, 每层

中各组人数Nij = 10(i = 1,2)下三种方法的第一类错误率和功效. 计算第一类错误率时, 令πij在满足δ1 = δ2 = 1,

π11 = π12的条件下随机生成, 计算A、E和M方法的第一类错误率. A方法、E方法与M方法在给定参数下的第一

类错误率如图1所示. 图1的第一类错误率结果表明: 在显著性水平α = 0.05下, A方法的第一类错误率大都接

近0.04, 说明在小样本情形下该方法偏保守. M方法的第一类错误率比A方法低, 三种方法中M方法较保守. E方

法第一类错误率集中在0.04∼0.06之间, 且中心区域靠近0.05. 说明在小样本的条件下, E方法的第一类错误率较

为稳健. 因此, 当样本量较小时, E方法在第一类错误率方面的表现较好.

图 1 A方法、M方法与E方法的第一类错误率

再比较A、E与M方法在不同参数下的功效. 计算功效时, 在假设Ha : δj不全相等下设置参数. 对于两层的数

据结构, 令各层相关系数为ρ1 = ρ2 = 0.2,0.5,0.8, 且π11 = π12 = 0.3,0.6,0.9, 第一层的相对风险比为δ1 = 1, 使第二

层的相对风险比δ2以0.1为间隔,在0.1∼0.9之间变动.表2显示了上述参数设置下A、M与E方法的功效,可以看出,

在相同的参数设置下E方法的功效较高, M方法的功效较低. 当δ1 = 1时, 随着δ2减小, 即δ2与δ1的差距增加时, 三

种方法的功效也会增大. 中低度相关数据(ρj =0.2,0.5)下三种方法的功效往往比高度相关数据(ρj =0.8)要高.

综合三种方法在第一类错误率和功效的表现来看, E方法较佳, 因为E方法有较稳健的第一类错误率和较高

的功效. 因此, 对于小样本下分层双边数据的相对风险比的一致性检验, 推荐使用E方法.
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表 2 A方法、M方法与E方法的功效

方法 δ2
π1j=0.3 π1j=0.6 π1j=0.9

ρj=0.2 ρj=0.5 ρj=0.8 ρj=0.2 ρj=0.5 ρj=0.8 ρj=0.2 ρj=0.5 ρj=0.8

A 方法

0.9 0.048 5 0.051 5 0.035 9 0.066 7 0.062 3 0.045 9 0.032 4 0.049 6 0.025 2

0.8 0.064 4 0.066 9 0.045 0 0.109 8 0.098 3 0.069 4 0.085 4 0.115 2 0.058 4

0.7 0.085 7 0.087 4 0.056 6 0.173 9 0.150 8 0.102 6 0.167 4 0.209 3 0.106 0

0.6 0.113 9 0.114 2 0.071 3 0.262 4 0.223 1 0.147 1 0.266 4 0.319 3 0.161 2

0.5 0.150 9 0.149 3 0.089 8 0.375 7 0.317 0 0.203 4 0.359 6 0.423 5 0.212 9

0.4 0.199 3 0.194 8 0.112 7 0.508 6 0.431 6 0.270 5 0.422 7 0.498 3 0.248 2

0.3 0.262 0 0.253 6 0.141 2 0.648 6 0.560 8 0.344 4 0.441 9 0.524 3 0.255 2

0.2 0.342 4 0.329 3 0.176 3 0.774 3 0.691 5 0.417 3 0.414 1 0.488 4 0.226 4

0.1 0.444 6 0.426 3 0.219 4 0.857 5 0.800 1 0.474 9 0.335 3 0.378 7 0.159 8

M 方法

0.9 0.042 0 0.044 3 0.030 8 0.057 8 0.054 1 0.039 8 0.028 8 0.044 8 0.023 2

0.8 0.056 2 0.058 0 0.038 8 0.096 6 0.086 5 0.060 8 0.077 4 0.104 8 0.053 5

0.7 0.075 5 0.076 4 0.049 1 0.155 6 0.134 6 0.091 0 0.154 9 0.193 3 0.097 5

0.6 0.101 2 0.100 5 0.062 2 0.238 8 0.202 0 0.132 3 0.251 5 0.300 2 0.150 1

0.5 0.135 3 0.132 4 0.078 9 0.347 8 0.291 4 0.185 6 0.346 1 0.405 5 0.201 6

0.4 0.180 4 0.174 1 0.099 6 0.479 1 0.403 0 0.250 7 0.413 6 0.485 1 0.239 2

0.3 0.239 6 0.228 3 0.125 6 0.621 5 0.532 1 0.324 3 0.437 7 0.517 1 0.249 9

0.2 0.316 3 0.298 8 0.157 9 0.754 2 0.667 0 0.399 5 0.413 0 0.485 9 0.224 4

0.1 0.415 0 0.390 1 0.197 8 0.847 5 0.784 9 0.462 7 0.335 2 0.378 3 0.159 5

E 方法

0.9 0.069 2 0.073 4 0.050 8 0.092 6 0.087 0 0.064 3 0.044 1 0.069 8 0.037 1

0.8 0.090 0 0.093 6 0.062 6 0.146 7 0.132 7 0.094 4 0.109 9 0.150 4 0.078 5

0.7 0.117 1 0.119 8 0.077 4 0.223 4 0.196 5 0.135 2 0.203 5 0.255 7 0.131 9

0.6 0.152 1 0.153 5 0.095 8 0.323 8 0.280 3 0.187 5 0.305 1 0.368 1 0.188 4

0.5 0.196 6 0.196 4 0.118 4 0.445 3 0.383 7 0.250 5 0.390 5 0.464 8 0.236 5

0.4 0.252 8 0.250 6 0.146 0 0.579 1 0.503 0 0.321 6 0.441 0 0.525 9 0.265 0

0.3 0.322 7 0.318 5 0.179 5 0.710 1 0.628 9 0.394 6 0.449 4 0.538 2 0.264 6

0.2 0.408 4 0.403 2 0.219 9 0.817 1 0.746 1 0.459 9 0.415 9 0.493 0 0.230 1

0.1 0.511 5 0.507 9 0.268 3 0.876 6 0.831 3 0.502 1 0.335 5 0.379 4 0.160 5

4 结论与展望

在Donner模型下利用Score检验推导出两种适用于小样本分层双边数据相对风险比一致性检验的精确方法,

分别为E方法和M方法. 通过拟合比较渐近Score方法、E方法与M方法的第一类错误率和功效, 表明E方法有较

为稳健的第一类错误率,其他两种方法的第一类错误率偏保守.在功效方面, E方法的功效较高. 综合来看,对于

分层双边数据小样本下的一致性检验, 推荐E方法. 由于层数过多将带来巨大的计算量, 本文仅提供了三种方法

在两层设计中给定参数下的第一类错误率和功效, 当层数大于两层时, 精确方法的表现还值得进一步研究.
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