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摘 要：如果图 G 的每一个最小点割都是某个点的邻点集, 那么 G 是超点连通的, 或者简称为是 super-κ 的. 图 G1

与 G2 的 Kronecker 积图是一个点集为 V (G1×G2) = V (G1)×V (G2), 边集为 E(G1×G2) = {(u1,v1)(u2,v2) : u1u2 ∈
E(G1),v1v2 ∈ E(G2)} 的图. 本文证明了对整数 m ≥ 4 和奇数 n ≥ 3, Pm×Cn 是超点连通的; 对整数 m ≥ 5 和奇数

n≥ 3, Cm×Cn 是超点连通的.
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Super Connected Kronecker Products of Paths, Cycles and Cycles

WU Liyun, TIAN Yingzhi

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：A graph G is super connected, or simply super-κ, if every minimum vertex-cut isolates a vertex. The

Kronecker product G1 × G2 of graphs G1 and G2 is the graph with vertex set V (G1×G2) = V (G1)×V (G2) and

edge set E(G1×G2) = {(u1,v1)(u2,v2) : u1u2 ∈ E(G1),v1v2 ∈ E(G2)}. In this paper, we prove that Pm×Cn is

super-κ for m≥ 4, n≥ 3 and n is odd; Cm×Cn is super-κ for m≥ 5, n≥ 3 and n is odd.

Key words：Kronecker product; connectivity; maximal connectedness; super connectedness

0 引 言

本文主要研究的是无自环和平行边的有限无向图. 设G是一个点集为 V (G),边集为E(G)的图. 对于 V (G)

中的每一个点 v ∈V (G), N(v)= NG(v) 表示与点 v 相邻的所有的点的集合, 并且 dG(v)= |NG(v)| 称为图 G 中点

v 的度数. δ(G) 表示图 G 的最小度. 若对 V (G) 中任意一点 v 都有 dG(v) = k, 那么图 G 是 k-正则的. 此外, 若

V ′⊆V (G), 那么 G[V ′] 是 G 的由 V ′ 导出的子图. 未定义的术语和符号可参阅文献 [1].

设 S 是点集 V (G)的一个子集, 如果 G−S 不连通, 那么称 S 是图 G 的点割. 图 G 的连通度 κ(G) 是最小

非负整数 k, 使得有 S⊂V (G) 满足 |S|= k 且 G−S 不连通或 G−S 是平凡图K1. 众所知周, κ(G)≤ δ(G). 因此,

当 κ(G) = δ(G) 时, 我们称 G 是极大点连通的. 若图 G 的每一个最小点割都是某个点的邻点集, 那么 G 是超点

连通的, 或者简称为是 super-κ 的. 由定义可知, 若图 G 是超点连通的, 则 G 一定是极大点连通的; 反过来不一

定成立, 比如对于整数 k≥ 3, C2k 是极大点连通的但不是超点连通的.

图G1与G2的Kronecker积图是一个点集为V (G1×G2)= V (G1)×V (G2),边集为E(G1×G2)= {(u1,v1)(u2,v2) :

u1u2 ∈E(G1),v1v2 ∈E(G2)} 的图. 文献 [2] 研究了两个完全图的 Kronecker 积图的点连通度. 文献 [3] 给出了二

部图和完全图的 Kronecker 积图的点连通度. 文献 [4] 和文献 [5] 分别独立地证明了文献 [3] 中所提出的关于非
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平凡图与一个完全图的 Kronecker 积图的点连通度的猜想是成立的, 即: κ(G×Kn) = min{nκ(G),(n−1)δ(G)},
其中 n≥ 3. 文献 [6] 证明了若 G 是一个极大连通二部图, 那么 G×Kn ( n≥ 3 ) 是超点连通的. 文献 [7] 证明了

两个完全图,路和完全图,圈和完全图的Kronecker积图是超点连通的. 进一步,文献 [8]证明了对任一极大连通

图 G, 除了 G×Kn
∼=Km,m×K3 ( m≥ 1 ), G×Kn ( n≥ 3 ) 是超点连通的. 之后, 文献 [9] 证明了 G×Kn ( n≥ 3 )

不是超点连通的当且仅当 κ(G×Kn) = nκ(G), 其中 n≥ 3 或 G×Kn
∼= Kl,l×K3 ( l > 0 ). 与 Kronecker 积图相关

的其他结论可以参阅文献 [10-11].

除了 Kronecker 积图, 乘积图中受到关注最多的是笛卡尔积图. 与笛卡尔积图相关的连通性的研究结果可

以参阅文献 [12-18].

现在, 列出一些关于 Kronecker 积图的性质及结论.

性质 1[19] 设 G =G1×G2 =(V (G),E(G)), 那么

(1) |V (G)|= |V (G1)| · |V (G2)|,
(2) |E(G)|=2|E(G1)| · |E(G2)|,
(3) 对任一顶点(u,v)∈V (G), dG(u,v)= dG1(u) ·dG2(v).

定理 1[20] 若 G1 与 G2 是连通图, 那么 G1×G2 是连通的当且仅当 G1 与 G2 中至少有一个图包含奇圈.

1 主要结果

对于两个图 G1 和 G2 的 Kronecker 积图, 记 V1 = V (G1) = {u1,u2, · · · ,um}, V2 = V (G2) = {v1,v2, · · · ,vn}. 记
Si = {ui}×V2, i = 1,2, · · · ,m. 将点 (ui,vj) 简记为 ωij , i = 1,2, · · · ,m, j = 1,2, · · · ,n. 那么 Si = {ωi1,ωi2, · · · ,ωin},
i=1,2, · · · ,m. 因此, 很容易得到 V1×V2 =

m⋃
i=1

Si. 记 Pm 是有m 个点的路, Cn 是有 n 个点的圈.

引理 1 对于整数m≥ 2 和奇数 n≥ 3, 有 κ(Pm×Cn)= 2.

证明 令 G =Pm×Cn. 当m =2 时, 可验证 G =P2×Cn
∼=C2n, 所以 κ(G)= κ(C2n)= 2.

当m≥ 3 时. 显然, κ(G)≤ δ(G)= δ(Pm) ·δ(Cn)= 2.

假设 S 是 G 的一个点割集且 |S|< 2, 即 |S|=1. 不妨假设 S = {ωij}.
当 i = 1 ( 或 i = m ) 时. 因为 Pm[{u2, · · · ,um}]×Cn 是连通的 ( 当 i = m 时, Pm[{u1, · · · ,um−1}]×Cn 是连通

的 ), 并且 S1−S 中的每一个点在 S2 中都存在邻点 (当 i = m 时, Sm−S 中的每一个点在 Sm−1 中都存在邻点),

那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 i = 2 ( 或 i = m−1 ) 时. 若 m = 3, 由于 P3[{u1,u2}]×Cn−S 与 P3[{u2,u3}]×Cn−S 都是连通的, 并且

V (P3[{u1,u2}]×Cn−S)∩V (P3[{u2,u3}]×Cn−S)= S2−S,所以通过 S2−S 可知 P3×Cn−S 是连通的,与假设矛盾.

若m≥ 4, 由于 Pm[{u1,u2}]×Cn−S 与 Pm[{u3, · · · ,um}]×Cn 都是连通的 ( 当 i=m−1, Pm[{um−1,um}]×Cn−S

与 Pm[{u1, · · · ,um−2}]×Cn 都是连通的 ), 并且 S2−S 中的点在 S3 中都存在邻点 ( 当 i = m−1 时, Sm−1−S 中

的点在 Sm−2 中都存在邻点 ), 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 3 ≤ i ≤ m− 2 时, 则 m ≥ 5. 由于 Pm[{u1, · · · ,ui−1}]×Cn 与 Pm[{ui+1, · · · ,um}] ×Cn 都是连通的, 并且

Si−S 中的每一个点在 Si−1 与 Si+1 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

分析上述所有情况,得到的都是与假设矛盾的结论,所以G中不存在点割集 S 满足 |S|< 2. 因此, κ(G)≥ 2.

又因为已经证明了 κ(G)≤ 2, 所以可得 κ(G)= 2.

接下来, 要证明路和圈的 Kronecker 积图的超点连通性. 当m = 2 时, P2×Cn 同构于 C2n 不是超点连通的.

当整数m≥ 3, n =3 时, 由文献 [7]中定理 2.4 知 Pm×C3 是超点连通的. 当m =3, n 是大于等于 5 的奇数时, 取

S = {ω2j ,ω2(j+1)} ( 当 j =n 时, j+1 = 1 ), 此时 P3×Cn−S ( n≥ 5 ) 是不连通且不包含孤立点的. 因此, P3×Cn

( n≥ 5 ) 不是超点连通的. 所以, 下面主要考虑整数m≥ 4 且奇数 n≥ 3 时的情况.

定理 2 若整数m≥ 4, 奇数 n≥ 3, 那么 G =Pm×Cn 是超点连通的.

证明 若整数m≥ 4, n =3, 由文献 [7] 中定理 2.4 知 Pm×C3 是超点连通的. 接下来, 只需考虑整数m≥ 4 且

奇数 n≥ 5 时的情况.

假设 G 不是超点连通的, 则存在 G 的一个点割集 S 满足 |S|=2, 使得 G−S 不连通且不包含孤立点. 不妨

假设 S = {ωij ,ωkl}, 且 i≤ k.
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情形 1 i= k.

当 i = 1 ( 或 i = m ) 时. 因为 Pm[{u2, · · · ,um}]×Cn 是连通的 ( 当 i = m 时, Pm[{u1, · · · ,um−1}]×Cn 是连通

的 ), 并且 S1−S 中的每一个点在 S2 中都存在邻点 (当 i = m 时, Sm−S 中的每一个点在 Sm−1 中都存在邻点),

所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 i = 2 ( 或 i = m−1 ) 时. 由于 Pm[{u3, · · · ,um}]×Cn 是连通的 ( 当 i = m−1 时, Pm[{u1, · · · ,um−2}]×Cn

是连通的 ), 并且 S2−S 中的每一个点在 S3 中都存在邻点 ( 当 i = m−1 时, Sm−1−S 中的每一个点在 Sm−2 中

都存在邻点 ), 那么 Pm[{u2,u3, · · · ,um}]×Cn−S 是连通的 ( 当 i=m−1 时, Pm[{u1, · · · ,um−2,um−1}]×Cn−S 是

连通的 ). 因为 G−S 不包含孤立点, 所以 S1 中的每一个点在 S2−S 中都存在邻点 ( 当 i = m−1 时, Sm−S 中

的每一个点在 Sm−1 中都存在邻点 ). 因此, G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 3 ≤ i ≤ m− 2 时, 则 m ≥ 5. 由于 Pm[{u1, · · · ,ui−1}]×Cn 与 Pm[{ui+1, · · · ,um}] ×Cn 都是连通的, 并且

Si−S 中的每一个点在 Si−1 与 Si+1 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

情形 2 i< k.

此时 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=1.

当 i = 1 时. 由于 κ(Pm×Cn) = 2, 且 |Sk∩S|= 1, 那么 Pm[{u2, · · · ,um}]×Cn−ωkl 是连通的. 若 k = 2, 因为

S1−{ωij}中的每一个点在 S2−{ωkl}中都存在邻点,所以G−S 是连通的,与假设矛盾. 若 k≥ 3,由于 S1−{ωij}
中的每一个点在 S2 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 2 ≤ i ≤ m− 2 时. 由于 κ(Pm×Cn) = 2, 且 |Si ∩S| = 1, |Sk ∩S| = 1, 那么 Pm[{u1, · · · ,ui}]×Cn−ωij 与

Pm[{ui+1, · · · ,uk, · · · ,um}]×Cn−ωkl 都是连通的. 若 k = i+1, 因为 Si−{ωij} 中的每一个点在 Sk−{ωkl} 中都存
在邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾. 若 k≥ i+2, 由于 Si−{ωij} 中的每一个点在 Si+1 中都存在邻点, 那

么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 i=m−1时. 因为 i< j,所以 j =m. 由于 κ(Pm×Cn)= 2,且 |Si∩S|=1,那么 Pm[{u1, · · · ,um−1}]×Cn−ωij

是连通的. 因为 Sm−{ωkl} 中的每一个点在 Sm−1−{ωij} 中都存在邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

通过上述情形讨论可得到与假设矛盾的结论, 所以假设不成立. 因此, G 是超点连通的.

下面研究圈和圈的 Kronecker 积图的点连通度.

引理 2 对于整数m≥ 3 和奇数 n≥ 3, 有 κ(Cm×Cn)= 4.

证明 令 G = Cm×Cn. 当m = 3 或 n = 3 时, 由文献 [7] 中引理 2.5 知 κ(Cm×Cn) = 4. 所以, 接下来主要考

虑大于等于 4 的整数m 以及大于等于 5 的奇数 n 的情况. 显然, κ(G)≤ δ(G)= δ(Cm) ·δ(Cn)= 4.

假设 S 是 G 的一个点割集且 |S|< 4, 即 |S| ≤ 3.

由于 Pm×Cn 是 G 的生成子图, 则 κ(G)≥κ(Pm×Cn)≥ 2, 从而 |S| ≥ 2.

当 |S|=2 时, 若 G−S 不连通, 则 Pm×Cn−S 也不连通. 由定理 2 可知 S 一定是 Pm×Cn 中某个最小度点

的邻点集, 那么 G−S 是连通的, 与 G−S 不连通矛盾. 因此, |S|> 2, 进而 |S|=3.

情形 1 |Si∩S|= |S|=3.

记 Cm−ui
∼= P i

m−1. 因为 P i
m−1×Cn 是连通的，并且 Si−S 中的每一个点在 Si−1 与 Si+1 ( 当 i = 1 时,

i−1= m; 当 i=m 时, i+1= 1 ) 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

情形 2 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=2.

不妨假设 i< k. 记 Cm−uk
∼=P k

m−1, Si∩S = {ωij}. 由于 κ(P k
m−1×Cn)= 2,且 |Si∩S|=1,那么 P k

m−1×Cn−ωij

是连通的. 因为 Sk−S 中的每一个点在 Sk−1−S 与 Sk+1−S ( 当 k = 1 时, k−1 = m; 当 k = m 时, k+1 = 1 ) 中

都存在 2 个邻点, 而 |Sk−1−S|=0 或 1, |Sk+1−S|=0 或 1, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

情形 3 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=1, |Sp∩S|=1.

不妨假设 i< k < p. 记 Si∩S = {ωij}, Sk∩S = {ωkl}, Sp∩S = {ωpq}.
由于m≥ 4,那么uiuk, ukup, upui不可能都是Cm中的边,不妨假设upui /∈E(Cm),则Pm[{uk+1, · · · ,up, · · · ,um,

u1, · · · ,ui−1}]×Cn−ωpq 是连通的.

子情形 3.1 k = i+1.

若 vjvl ∈E(Cn), 那么 Pm[{ui,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 是连通的. 当 p = k+1 时, 因为 Sp−{ωpq} 中的每一个点
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在 Sk−{ωkl} 中都存在邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾. 当 k+2≤ p≤ i−2 时, 由于 Sk−{ωkl} 中的每一
个点在 Sk+1 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

若 vjvl /∈ E(Cn), 那么 Pm[{ui,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 不连通且不包含孤立点. 因为 Pm[{ui−1, ui}]×Cn−ωij

是连通的, 且 Sk−{ωkl} 中的每一个点在 Si−{ωij} 中都存在邻点, 所以 Pm[{ui−1,ui,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 连通.

由于 Sk−S 中的每一个点在 Sk+1−S ( 当 k = m 时, k+1 = 1 ) 中都存在 2 个邻点, 而 |Sk+1−S|= 0 或 1, 那么

G−S 是连通的, 与假设矛盾.

子情形 3.2 k≥ i+2.

当 k = i+2时,此时 i+1= k−1. 因为 κ(Pm×Cn)= 2,且 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=1,所以 Pm[{ui,ui+1}]×Cn−ωij 和

Pm[{ui+1,uk}]×Cn−ωkl 都是连通的. 由于 V (Pm[{ui,ui+1}]×Cn−ωij)∩V (Pm[{ui+1,uk}]×Cn−ωkl)= Si+1,那么通

过 Si+1可知 Pm[{ui,ui+1,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl}是连通的. 当 k≥ i+3时,由定理 2可知 Pm[{ui, · · · ,uk}]×Cn 是超点

连通的,因为 {ωij ,ωkl}不是 Pm[{ui, · · · ,uk}]×Cn 中某个最小度点的邻点集,所以 Pm[{ui, · · · ,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl}
是连通的. 因此, 当 |Pm[{ui, · · · ,uk}]| ≥ 3 时, Pm[{ui, · · · ,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 是连通的.

若 p = k+1. 因为 Sp−{ωpq} 中的每一个点在 Sk−{ωkl} 中都存在邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

若 k+2≤ p≤ i−2. 由于 Sk−{ωkl} 中的每一个点在 Sk+1 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

分析上述所有情况,得到的都是与假设矛盾的结论,所以G中不存在点割集 S 满足 |S|< 4. 因此, κ(G)≥ 4.

又因为已经证明了 κ(G)≤ 4, 所以可得 κ(G)= 4.

接下来, 刻画的是圈和圈的 Kronecker 积图的超点连通性. 当 m = 3, n = 3 时, 由文献 [7] 中定理 2.6 可知

C3×C3 是超点连通的. 当m = 4, n = 3 时, 由文献 [9] 可知 C4×C3
∼= K2,2×K3 不是超点连通的. 当m = 4, 奇数

n≥ 5 时, 取 S =V (C4)×{vj}, 那么 C4×Cn−S ( n≥ 5 ) 不连通且不包含孤立点. 因此, C4×Cn ( n≥ 5 ) 不是超

点连通的. 所以, 下面主要考虑大于等于 5 的整数m 以及大于等于 3 的奇数 n 的情况.

定理 3 若整数m≥ 5, 奇数 n≥ 3, 那么 G =Cm×Cn 是超点连通的.

证明 若整数m≥ 5, n =3, 由文献 [7] 中定理 2.6 知 Cm×C3 是超点连通的. 接下来, 只需讨论整数m≥ 5 且

奇数 n≥ 5 时的情况.

假设 G 不是超点连通的, 则存在 G 的一个点割集 S 满足 |S|=4, 使得 G−S 不连通且不包含孤立点.

情形 1 |Si∩S|=4.

记 Cm−ui
∼= P i

m−1. 因为 P i
m−1×Cn 是连通的，并且 Si−S 中的每一个点在 Si−1 与 Si+1 ( 当 i = 1 时,

i−1= m; 当 i=m 时, i+1= 1 ) 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

情形 2 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=3.

不妨假设 i< k. 记 Cm−uk
∼=P k

m−1, Si∩S = {ωij}. 由于 κ(P k
m−1×Cn)= 2,且 |Si∩S|=1,那么 P k

m−1×Cn−ωij

是连通的. 因为 Sk−S 中的每一个点在 Sk−1−S 与 Sk+1−S ( 当 k = 1 时, k−1 = m; 当 k = m 时, k+1 = 1 ) 中

都存在 2 个邻点, 而 |Sk−1−S|=0 或 1, |Sk+1−S|=0 或 1, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

情形 3 |Si∩S|=2, |Sk∩S|=2.

不妨假设 i< k.

子情形 3.1 uiuk ∈E(Cm).

记 Cm−ui−uk
∼= P ik

m−2. 因为 P ik
m−2×Cn 是连通的, Si−S 中的每一个点在 Si−1 ( 当 i=1 时, i−1= m ) 中

都存在邻点, 且 Sk−S 中的每一个点在 Sk+1 ( 当 k = m 时, k+1 = 1 ) 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与

假设矛盾.

子情形 3.2 uiur,uruk ∈E(Cm).

若 Sr 中存在某个点 ωrt, 该点在 Si 与 Sk 中的邻点集恰巧分别是 Si∩S 与 Sk∩S, 那么 G−S 存在孤立点,

与假设矛盾. 因此, Sr 中的每个点在 Si∪Sk−S 中至少存在一个邻点. 因为 |Si∩S|= 2, |Sk∩S|= 2, 所以 Sr 中

至多存在一个点 ωrt′ , 该点在 Si−S 或 Sk−S 中不存在邻点, 不妨假设该点在 Si−S 中不存在邻点, 那么该点

在 Sk−S 中存在邻点. 由于 P k
m−1×Cn− (Si∩S)∪{ωrt′} 是连通的, Sk−S 中的每一个点在 Sk+1 ( 当 k = m 时,

k+1= 1 ) 中都存在邻点, 而且 Sk−S 中存在 ωrt′ 的邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾. 若 Sr 中的每一个

点在 Si−S 中都存在邻点, 那么 P k
m−1×Cn−(Si∩S) 是连通的. 由于 Sk−S 中的每一个点在 Sk+1 ( 当 k =m 时,
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k+1= 1 ) 中都存在邻点, 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

子情形 3.3 在Cm 中, ui 到 uk 的最短路长大于 2. 因为 Pm[{ui+1, · · · ,uk−1}]×Cn 与 Pm[{uk+1, · · · ,um,u1, · · · ,
ui−1}]×Cn 都是连通的, 并且 Si−S 中的每一个点在 Si−1 与 Si+1 ( 当 i=1 时, i−1= m; 当 i=m 时, i+1= 1 )

中都存在邻点, Sk−S 中的每一个点在 Sk−1 与 Sk+1 ( 当 k = 1 时, k−1 = m; 当 k = m 时, k+1 = 1 ) 中都存在

邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

情形 4 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=1, |Sp∩S|=2

不妨假设 i< k < p. 记 Cm−up
∼=P p

m−1, Si∩S = {ωij}, Sk∩S = {ωkl}.
由定理 2 可知 P p

m−1×Cn 是超点连通的, 因为 {ωij ,ωkl} 不是 P p
m−1×Cn 中某个最小度点的邻点集, 所以

P p
m−1×Cn−{ωij ,ωkl} 是连通的. 由于 Sp−S 中的每一个点在 Sp−1−S 与 Sp+1−S ( 当 p = 1 时, p−1 = m; 当

p = m 时, p+1 = 1 ) 中都存在 2 个邻点, 且 |Sp−1−S|= 0 或 1, |Sp+1−S|= 0 或 1, 那么 G−S 是连通的, 与假设

矛盾.

情形 5 |Si∩S|=1, |Sk∩S|=1, |Sp∩S|=1, |Sx∩S|=1.

不妨假设 i< k < p< x. 记 Si∩S = {ωij}, Sk∩S = {ωkl}, Sp∩S = {ωpq}, Sx∩S = {ωxy}.
由于m≥ 5,那么 uiuk, ukup, upux, uxui不可能都是Cm中的边,不妨假设 uxui /∈E(Cm),则 Pm[{up+1, · · · ,ux,

· · · ,um,u1, · · · ,ui−1}]×Cn−ωxy 是连通的.

子情形 5.1 k = i+1, p = k+1.

若 vjvl ∈E(Cn) 或 vlvq ∈E(Cn), 那么 Pm[{ui,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 或 Pm[{uk,up}]×Cn−{ωkl,ωpq} 是连通
的. 因为 Sp−{ωpq} 中的每一个点在 Sk−{ωkl} 中都存在邻点, 且 Si−{ωij} 中的每一个点在 Sk−{ωkl} 中都存
在邻点, 所以 Pm[{ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的.

当 x = p+1 ( 或 i−1 ) 时, 因为 Sp+1−{ωxy} 中的每一个点在 Sp−{ωpq} 中都存在邻点 ( 当 x = i−1 时,

Si−1−{ωxy} 中的每一个点在 Si−{ωij} 中都存在邻点 ), 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当p+2≤x≤ i−2时, 因为Sp−{ωpq}中的每一个点在 Sp+1中都存在邻点, 所以G−S是连通的, 与假设矛盾.

若 vjvl /∈E(Cn), 且 vlvq /∈E(Cn), 那么 Pm[{ui,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 和 Pm[{uk,up}]×Cn−{ωkl,ωpq} 均不连
通且不包含孤立点. 当 j = q 时, Pm[{ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 不连通且不包含孤立点. 当 j 6= q 时, 因为

Sp−{ωpq} 中的每一个点在 Sk−{ωkl} 中都存在邻点, 并且 Sp−{ωpq} 可将 Pm[{ui,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl} 中的各
连通分支连接起来, 所以 Pm[{ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的.

由于已经讨论了 Pm[{ui,uk,up}] × Cn − {ωij ,ωkl,ωpq} 是连通时的情况, 所以接下来我们分析 j = q 时,

Pm[{ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 不连通且不包含孤立点的情况.

当 x= p+1 (或 x= i−1 )时,因为 Pm[{ui−1,ui}]×Cn−ωij 是连通的 (当 x= i−1时, Pm[{up,up+1}]×Cn−ωpq

是连通的 ),所以通过 Si−1 可将 Pm[{ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq}中的各连通分支连接起来 (当 x= i−1时,通

过 Sp+1 可将 Pm[{ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq}中的各连通分支连接起来 ),从而可以得到 Pm[{ui−1,ui,uk,up}]×
Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的 ( 当 x = i−1 时, 可以得到 Pm[{ui,uk,up,up+1}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的 ). 由

于 Si−1 将连通的 Pm[{up+1, · · · ,ux, · · · ,um,u1, · · · ,ui−1}]×Cn−ωxy 与 Pm[{ui−1,ui,uk,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 连
接起来 (当 x= i−1时, Sp+1 将连通的 Pm[{up+1, · · · ,ux, · · · ,um, u1, · · · ,ui−1}]×Cn−ωxy 与 Pm[{ui,uk,up,up+1}]×
Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 连接起来), 那么 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

当 p + 2 ≤ x ≤ i− 2 时, 因为 Pm[{up,up+1}]×Cn − ωpq 是连通的, 所以通过 Sp+1 可将 Pm[{ui,uk,up}]×
Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 中的各连通分支连接起来. 因此, Pm[{ui,uk,up,up+1}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的. 由于

V (Pm[{ui,uk,up,up+1}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq})∩V (Pm[{up+1, · · · ,ux, · · · ,um,u1, · · · ,ui−1}]×Cn−ωxy)= Sp+1,那么通

过 Sp+1 可得 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

子情形 5.2 k = i+1, p≥ k+2.

此时 |Pm[{uk, · · ·,up}]| ≥ 3, 由引理 2 的证明中的子情形 3.2 可知, 此时 |Pm[{uk, · · · ,up}]| ≥ 3, 由引理 2 的证

明中的子情形 3.2 知 Pm[{uk, · · · ,up}] ×Cn−{ωkl,ωpq} 是连通的. 由于 Si−{ωij} 中的每一个点在 Sk−{ωkl} 中
都存在邻点, 那么 Pm[{ui,uk, · · · ,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的.

若 x = p + 1 ( 或 i− 1 ), 因为 Sp+1−{ωxy} 中的每一个点在 Sp −{ωpq} 中都存在邻点 ( 当 x = i− 1 时,
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Si−1−{ωxy} 中的每一个点在 Si−{ωij} 中都存在邻点 ), 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

若 p+2≤x≤ i−2, 因为 Sp−{ωpq} 中的每一个点在 Sp+1 中都存在邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

子情形 5.3 k≥ i+2, p = k+1.

由 Cm 的对称性, 类似于子情形 5.2, 可得 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

子情形 5.4 k≥ i+2, p≥ k+2.

此时 |Pm[{ui, · · · ,uk}]| ≥ 3, |Pm[{uk, · · · ,up}]| ≥ 3,那么 Pm[{ui, · · · ,uk}]×Cn−{ωij ,ωkl}与 Pm[{uk, · · · ,up}]×
Cn−{ωkl,ωpq} 都是连通的. 因为 V (Pm[{ui, · · · , uk}]×Cn−{ωij ,ωkl})∩V (Pm[{uk, · · · ,up}]×Cn−{ωkl,ωpq}) =

Sk−{ωkl}, 所以通过 Sk−{ωkl} 可知 Pm[{ui, · · · ,uk, · · · ,up}]×Cn−{ωij ,ωkl,ωpq} 是连通的.

若 x = p + 1 ( 或 i− 1 ), 因为 Sp+1−{ωxy} 中的每一个点在 Sp −{ωpq} 中都存在邻点 ( 当 x = i− 1 时,

Si−1−{ωxy} 中的每一个点在 Si−{ωij} 中都存在邻点 ), 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

若 p+2≤x≤ i−2, 因为 Sp−{ωpq} 中的每一个点在 Sp+1 中都存在邻点, 所以 G−S 是连通的, 与假设矛盾.

通过上述情形讨论可得到与假设矛盾的结论, 所以假设不成立. 因此, G 是超点连通的.
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[14] ŠPACAPAN S. Connectivity of Cartesian products of graphs[J]. Applied Mathematics Letters, 2008, 21(7): 682-685.

[15] LYU M, WU C, CHEN G L, et al. On super connectivity of Cartesian product graphs[J]. Networks, 2008, 52(2): 78-87.

[16] TIAN Y Z, MENG J X. Restricted connectivity for some interconnection networks[J]. Graphs and Combinatorics, 2015, 31(5):

1727-1737.

[17] CHEN L H, MENG J X, TIAN Y Z. Cyclic vertex connectivity of Cartesian product graphs[J]. Chinese Annals of Mathematics,

2016, 37(2): 155-170.

[18] QIN D J, TIAN Y Z, CHEN L H, et al. Cyclic vertex-connectivity of Cartesian product graphs[J]. International Journal of

Parallel, Emergent and Distributed Systems, 2019, 1659259: 10.

[19] BOTTREAU A, METIVIER Y. Some remarks on the Kronecker product of graphs[J]. Information Processing Letters, 1998,

68(2): 55-61.

[20] WEICHSEL P M. The Kronecker product of graphs[J]. Proceedings of the American Mathematical Society, 1962, 13(1): 47-52.

责任编辑：赵新科


