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鲁棒加权最小二乘支持向量回归的进气量预测∗
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摘 要：生物氧化提金过程中，进气量是决定提金率和生产成本的重要参数．针对进气量受众多因素影响且具有一定

随机性的问题，提出了一种基于鲁棒加权最小二乘支持向量回归的进气量预测模型．通过分析得知进气量的局部波动数

据与氧化槽的氧化还原电位之间存在较大的相关性，考虑实际现场情况，根据相关性程度赋予数据不同权重，将两组特

定权重的交集应用于加权最小二乘支持向量回归算法，建立了鲁棒加权最小二乘支持向量回归进气量预测模型．仿真结

果表明，所建模型可行有效．
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A Robust Weighted Least Squares Support Vector Regression

for Air Input Prediction

YANG Jidong, NAN Xinyuan, ZHA Qin

(School of Electric Engineering, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract： In the process of biooxidation gold extraction by bioleaching bacteria, air intake is an important

parameter. It has a direct impact on the final gold extraction rate and production cost. For the randomness of

the intake volume, which is affected by many factors, a robust weighted least squares support vector regression for

air input predictive control is presented. By analyzing, it is known that there is a great correlation between the

local abnormal data of air intake and the redox potential of oxidation tank. According to the actual production

situation, a weighting method is proposed to give different weights to data on the basis of the degree of correlation.

These weights are obtained by mixing two specific sets, which is applied to the weighted least squares support

vector regression algorithm. So a robust weighted least squares support vector regression model is presented for

air intake prediction. Finally, simulation results show that the proposed model is feasible and effective.

Key words：air input predictive control; least squares support vector regression; robust; weighting factor; mixing

weight

0 引 言

生物氧化预处理工艺利用筛选过的浸矿菌群与难处理金矿石发生氧化反应，将金和杂质分离出来．由于外

界环境的复杂多变和化学反应的不确定性，生物氧化预处理过程所需的进气量时刻变化且具有一定随机性，难

以准确预测．生产现场一般综合考虑氧化还原电位（Oxidation-Reduction Potential, ORP）、温度、黄金提取率
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和pH等因素，按照“宁多勿少”的原则确定进气量，导致氧气利用率较低，因此准确预测进气量对提金率的提

高和生产成本的降低具有重要意义．

由于支持向量回归（Support Vector Regression, SVR）模型具有学习时间短和避免局部极小点等优势，工

业过程中常采用该模型作为预测控制模型[1−3]．但是当数据量较大时，SVR模型在求最优解的过程中计算量较

大，为解决这一问题，Suykens等提出了最小二乘支持向量回归机（Least Squares-Support Vector Regression,

LS-SVR），LS-SVR模型不仅具有SVR模型的优点，而且只需求解一组线性方程，大大减少了算法的复杂度．虽

然LS-SVR模型的形式简单，但该模型对于噪声和离群点比较敏感[4]，因此出现了许多改进LS-SVR模型鲁棒性

的方法．文献[5]提出了一种自适应鲁棒LS-SVR模型，通过减小误差较大的数据在模型训练过程中的权重，提

高模型的泛化性；文献[6]提出了一种迭代加权LS-SVR模型，通过使用Myriad函数对误差变量进行加权，使得

模型对离群数据具有一定的鲁棒性；文献[7]将最大相关熵引入递归LS-SVR模型，减少异常数据对模型的影响；

文献[8]提出了一种基于误差平方项加权的鲁棒LS-SVR模型，在保持LS-SVR模型预测精度的前提下减小了计算

量，取得了较为准确的预测结果；文献[9]为了降低LS-SVR模型对数据噪声的敏感性，在目标函数中加入LP范

数，并且利用启发式算法计算数据权重，降低噪声对模型的影响；文献[10] 提出了一种基于数据局部异常因子

的直接加权LS-SVR模型，根据样本偏离真实值的程度确定损失函数，避免样本中的异常值对模型的影响；文

献[11]提出了鲁棒固定LS-SVR，通过在固定LS-SVR中加入权重因子提高模型对离群值的鲁棒性．上述方法都是

通过删除异常值或者直接减小离群数据权重的方法提高模型的泛化性，但是氧化槽现场数据的波动对于生物氧

化预处理的反应进程有重要影响，如果删除波动数据或者减小波动数据的权重会导致预测结果与实际值偏差较

大，因此对氧化槽的数据赋予特定的权重可以有效提高进气量预测模型的准确性．

针对生物氧化预处理工艺中的进气量受复杂环境影响难以准确预测的问题，本文对现场数据进行了相关性

分析，其中ORP是影响进气量变化的主要因素，因此在LS-SVR模型中适当增加ORP波动数据的权重，提出了

一种基于鲁棒加权最小二乘支持向量回归（Robust Weighted Least Squares-Support Vector Regression, RWLS-

SVR）的进气量预测模型．

1 背景知识

SVR将低维的输入转换为高维特征空间，以优化回归的广义边界．首先，采用对ε不敏感的损失函数，该函

数对广义边界外的点进行惩罚，使其与边界的距离成比例；然后，针对凸优化问题，通过SVR找到对回归问题

的唯一解；最后，利用结构风险最小化原理，平衡SVR模型复杂性和精度．

1.1 最小二乘支持向量回归机

虽然SVR可以生成具有较好准确性和鲁棒性的模型，但求解凸二次规划（QP）问题比较困难．LS-SVR将不

等式约束转换为等式约束，采用平方和误差函数，从而产生了一个可以迭代求解的KKT（Karush-Kuhn-Tucker）

系统，在简化计算复杂性的同时也保证了预测结果的准确性[1]．

令训练数据集D = {(xi,yi) |i=1,2, · · · ,n}，其中xi ∈Rd是输入信号，yi ∈R是输出信号．根据数据集建立以

下回归模型：

y =ωT ϕ(x)+b (1)

其中：ω = [ω1,ω2, · · ·ωl]
T ∈Rd是权重的向量，b∈R是阈值．该回归模型将输入向量x映射到高维特征空间ϕ(x)后，

再进行线性变换．在保留所有训练集的最大偏差ε的同时，结果应尽可能平缓．其数学表达式如下：

min
ω,b

: 1
2
‖ω‖2

s.t.

{
yi−ωT ϕ(xi)−b≤ ε

ωT ϕ(xi)+b−yi≤ ε
i=1, · · · ,n

(2)

为解决上述问题，利用松弛变量ξi来放宽偏差不等式约束，松弛变量的选择应该采用最小化原则．式(2)加入松

弛变量后如下所示：
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min
ω,b,ξi,ξ∗i

: 1
2
‖ω‖2 +γ

n∑
i=1

(ξi +ξ∗i )

s.t.





yi−ωT ϕ(xi)−b≤ ε+ξi

ωT ϕ(xi)+b−yi≤ ε+ξ∗i

ξi≥ 0

ξ∗i ≥ 0

i=1, · · · ,n
(3)

其中：γ是惩罚系数，LS-SVR将式(3)的不等式约束转化为等式约束：

min
ω,b,ξi

: 1
2
‖ω‖2 +γ

n∑
i=1

ξ2
i

s.t.

{
yi =ωT ϕ(xi)+b+ξi

ξi≥ 0
i=1, · · · ,n

(4)

通过引入拉格朗日乘子αi > 0，式(4)的优化问题可写成拉格朗日函数：

min
ω,b,ξi

:L=
1
2
‖ω‖2 +

1
2
γ

n∑
i=1

ξ2
i −

n∑
i=1

αi(ω T ϕ (xi)+b+ξi−yi) (5)

对式(5)的ω,b和ξi分别求偏导，可得：

∂L
∂ω

=ω−
n∑

i=1

αiϕ(xi)= 0

∂L
∂b

=−
n∑

i=1

αi =0 i=1, · · · ,n
∂L
∂ξi

= γξi−αi =0

(6)

将式(6)代入式(5)，得到如下优化问题：
[

0 lTn

ln Ω+ 1
γ
In

][
b

α

]
=

[
0

y

]
(7)

其中：
yT = [y1,y2, · · · ,yn] , lTn = [1,1, · · · ,1]

αT = [α1,α2, · · · ,αn] ,Ωi,j =K(xi,xj)
(8)

用平方和误差函数求解式(7)后，可以得出式(4)的线性回归模型的斜率ω和偏差b：

ω =
n∑

i=1

αiϕ(xi)

b = 1
n

n∑
j=1

αiK(xi,xj)
(9)

其中：K(xi,xj)= ϕT (xi)ϕ(xj)是核函数．

1.2 加权最小二乘支持向量回归机

尽管LS-SVR计算简单，但是具有稀疏性较差、无法处理离群值以及非高斯分布等弱点[12]．为了解决这个

问题，Suykens提出了加权最小二乘支持向量回归（WLS-SVR），通过计算LS-SVR的误差变量，将基于误差变量

计算的权重应用于优化问题[13]．在式(4)中引入权重系数vi，得：

min
ω,b,ξi,ξ∗i

: 1
2
‖ω‖2 + 1

2
γ

n∑
i=1

viξ
∗2
i

s.t.

{
yi =ω∗T ϕ(xi)+b∗+ξ∗i

ξ∗i ≥ 0
i=1, · · · ,n

(10)

同理可得： [
0 1T

n

1n Ω+Vγ

][
b∗

α∗

]
=

[
0

y

]
(11)
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其中：

Vγ = diag

{
1

γv1

, · · · , 1
γvn

}
(12)

WLS-SVR的学习原则和LS-SVR类似，均采用结构风险最小化原则，但是WLS-SVR的经验风险项并不是一

个定值，而是与权重系数{vk}l

k=1
有关，确定权重系数的常用方法是根据噪声偏离Gauss分布的程度计算[14]，但

是这类根据噪声分布分配数据权重的方法与实际情况有一定的偏差，采用这类加权方法的WLS-SVR模型无法

对氧化槽进气量进行准确预测．

2 鲁棒加权最小二乘支持向量回归模型

为提高WLS-SVR进气量预测模型的精度，本文提出了鲁棒加权最小二乘支持向量回归（RWLS-SVR）算

法．该算法使用了两组特定权重的交集，两组权重分别由ε不敏感模型和数据比较产生．

第一组权重是由对ε不敏感模型产生的权重，ε不敏感权重放宽了权重的均匀分布[14]．第二组权重通过数据

比较产生，这组权重反映了在生产过程中各个数据的重要性不同[15]．根据文献[16]对氧化槽数据进行相关性分

析得知，ORP和进气量的相关性系数为0.468，是影响氧化槽进气量的最主要因素，ORP的变化更容易影响到进

气量的预测．因此ORP波动比较剧烈的数据相比于其它ORP变化比较平缓的数据在模型训练中更加重要．各变

量相关性系数见表1．
表 1 氧化槽的检测数据相关性系数表

温度 pH 矿浆浓度 氧化还原电位 进气量

温度 1

pH 0.002 1

矿浆浓度 -0.09 -0.07 1

氧化还原电位 -0.30 -0.34 -0.374 1

进气量 0.018 -0.35 0.043 0.468 1

本文使用两组集合的交集作为RWLS-SVR的权重集合．上述两组权重集合相互补偿，从而使模型预测结果

更为准确．从计算的角度来看，这两个权重集都是凸的，并且两个凸集的交集也是一个由其极值点定义的凸集．

下面将详细介绍这两组权重及其交集．

2.1 ε不敏感权重

对ε不敏感模型产生的是一组关于ε,v的权重集合P (ε,v)，v = v1, · · · ,vn．P (ε,v)是数据的概率分布或者期望

的真实概率分布，表达式如下：

vi =(1−ε)pi +εhi,p =(p1, · · · ,pn) (13)

hi 任意且h1 + · · ·+hn =1,0 <ε < 1．集合P (ε,p)是单位单形S(1,n)的子集．当p =(n−1, · · · ,n−1)时，P (ε,p)可以表

示为P (ε)，此时：

vi≥ (1−ε)n−1, i=1, · · ·n,v1 + · · ·+vn =1 (14)

2.2 由比较数据产生的权重

考虑以下比较信息：

v1≤ v2≤ ·· ·≤ vn,v1 + · · ·+vn =1 (15)

由此得到权重集合M(v)，v = v1, · · · ,vn，其中v1−vi−1≥ 0,v1≥ 0，当i=n时，此权重集合为：

v1 v2 · · · vn−2 vn−1 vn

0 0 · · · 0 0 1

0 0 · · · 0 1/2 1/2

· · · · · · · · · 1/3 1/3 1/3

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1/n 1/n 1/n 1/n 1/n 1/n

(16)
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在这种极端形式下仅仅使用训练集中的几个数据来构建预测模型．在M(v)只有一个非零元素的极端情

况下，模型的训练只由这一个非零元素完成．比较数据产生权重的方法为，根据每组数据中ORP和训练数据

的ORP平均值的差值大小产生相应的权重，即ORP与平均值的差值最大的数据获得最大的权重，其他数据的权

重依次减小．

2.3 混合权重

对于P (ε)，在ε比较大的情况下，模型训练时很可能只考虑测试数据的几个元素而不是所有测试数据．根据

式v1≤ v2≤ ·· ·≤ vn，v1+v2+· · ·+vn=1，产生一种类似式（16）的权重集合M(v)，只考虑M(v)可能会导致不符合逻

辑的训练结果，因此单独使用此类加权方法很难构造一个具有一定鲁棒性的预测模型．权重集合P (ε)和M(v)的

交集避免了这些问题，并且保持了两个集合的优点，对于与进气量相关性系数最高的ORP因素，在ORP剧烈波

动时给予对应数据更高的权重，预测模型在训练时更注重此类数据的变化，但同时ORP波动比较平缓的数据权

重不会过分减小，使其可以对预测模型保持一定的影响．

这里有两个需要额外考虑的特殊情况，如果ε =0，那么P (ε)
⋂

M(v)= (n−1, · · · ,n−1) ，这种情况对应于标准

的LS-SVR，即不考虑权重的情况；如果ε =1，则P (ε)
⋂

M(v)= M(v) ，即只反应比较数据产生的权重M(v)．

令P表示不等式vi≥ (1−ε) ·n−1，M表示不等式v1≤ v2≤ ·· ·≤ vn，排除P中vi≥ 0的情况，此情况中至少有一

个i使得vi = 0的所有点都不属于P (ε)
⋂

M(v) ．由于P和M组成的交集包含2n−1个不等式，已知任一极值点都

满足n−1个等式，针对极值点所满足的等式研究以下情况．

情况1 所有的等式都符合P，此时显然v1 = v2 = · · ·= vn =n−1．

情况2 n−2个等式符合P，1个约束符合M．这意味着存在一个严格不等式vi−1 ≤ vi符合P，同时有一个等

式vk =n−1−εn−1符合M，此时需要考虑两个子情况．

第1个子情况是k≥ i，此时：

vi−1 <vi = vk =
1
n
−ε

1
n

(17)

但是vi = vi+1 = · · ·= vn，因此v1+v2+· · ·+vn =1−ε< 1，这种情况与P (ε)的约束出现矛盾，所以这种情况不会出

现极值点．

第2个子情况是k < i，此时：
v1 = v2 = · · ·= vi−1 = 1

n
− ε

n
,

vi + · · ·+vn =1−(
1
n
− ε

n

)
i.

(18)

由此可得：

vi =
1−(n−1−εn−1)i

n− i+1
=

1
n

+
ε

n
· i−1
n− i+1

(19)

当i=1时，情况1得到的极值点可以看做是情况2的特例．

情况3 n−3个等式符合P，2个约束符合M，这意味着存在两个严格的不等式vi−1 <vi，vj−1 <vj , i < j符合P，

同时有两个等式vk =n−1−εn−1,vl =n−1−εn−1,k < l符合M，在情况2中第1个子情况中已经证明k≥ i或者l≥ i的

情况．此时：

v1 = v2 = · · ·= vi−1 =
1
n
− ε

n
(20)

假设vs = a,s=1, · · · , j−1,vt = b, t = j, · · · ,n．
由不等式vi−1 <vi可以得到：

1
n
− ε

n
<a <b (21)

a和b明显满足以下条件： (
1
n
− ε

n

)
(i−1)+a(j− i)+b(n−j +1)= 1 (22)

可以看出，满足上述条件的a和b是无穷多的，对于从P中取n−r个等式，从M中取r个等式也可以用类似的

方法得到相同的结果，因此，情况2完全定义了所有的极值点．所以P (ε)∩M(v)的极值点集合由以下形式的n个

元素组成：

v1 = v2 = · · ·= vi−1 =
1
n
− ε

n
,
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vi =
1−(n−1−εn−1)i

n− i+1
=

1
n

+
ε

n
· i−1
n− i+1

, i=1, · · · ,n. (23)

3 仿真分析

将某地生物氧化-氰化提金厂作为研究对象，由于该地区具有特殊的地理环境和气候，现场环境复杂多变．

此外，生物氧化预处理过程中影响进气量的因素包括温度、pH、ORP、进气量、矿浆浓度等，这些因素之间存

在非线性耦合．采集氧化槽正常生产时间内的数据样本300组，选择前200组数据作为训练样本，后100组则作为

测试样本，以计算测试误差．核函数选择径向基函数，惩罚系数γ =71.293 4，径向基函数参数δ =0.250 6．

为评价RWLS-SVR模型的预测结果和性能，本文给出几种误差评价指标．

（1）平均绝对误差

MAE =
1
n

n∑
i=1

|ŷt − yt|.

（2）平均相对误差

MRE =
1
n

n∑
i=1

|ŷt − yt|
yt

.

（3）均方根误差

RMSE =
1
n

√√√√
n∑

i=1

(ŷt−yt)
2
.

（4）希尔不等系数

TIC =

√
n∑

i=1

(ŷt−yt)
2

√
n∑

i=1

ŷ2
t +

√
n∑

i=1

y2
t

.

RWLS-SVR和LS-SVR模型的进气量预测结果和误差如图1和图2所示．

图 1 RWLS-SVR和LS-SVR进气量预测结果对比 图 2 RWLS-SVR和LS-SVR进气量预测误差对比

图 3 RWLS-SVR和SVR进气量预测结果对比 图 4 RWLS-SVR和SVR进气量预测误差对比
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由图1和图2可以看出，RWLS-SVR模型预测精度更高，对于一些进气量波动比较剧烈的预测点，RWLS-

SVR模型的预测结果与实际值拟合更好，而且RWLS-SVR模型的误差情况比较稳定，大部分预测值的误差范围

可以保持在50 m3/h以下，但LS-SVR模型的个别预测值的误差范围超过150 m3/h，与实际值相差较大．

由图3和图4可知，RWLS-SVR预测模型预测准确度明显高于SVR预测模型，SVR模型的预测误差范围较大，

虽然大部分预测误差保持在100 m3/h以内，但对于1 450 m3/h以下和1 650 m3/h以上的进气量预测中，SVR模

型的预测误差达到150 m3/h，预测准确度较差．进气量预测误差如表2所示．

表 2 进气量预测误差

评价指标 RWLS-SVR模型 LS-SVR模型 SVR模型

MAE 20.133 0 39.456 9 37.974 4

MRE 0.013 4 0.025 1 0.024 2

RMSE 29.402 1 53.405 0 44.804 9

TIC 0.009 5 0.017 1 0.014 3

从表2可以看出，本文提出的RWLS-SVR模型的误差指标最好，MAE为20.133 0，RMSE为29.402 1，误差分

布范围较小，泛化性能更好；LS-SVR模型和SVR模型的误差指标比较接近，两者中SVR模型的MAE和RMSE较

小，SVR模型对波动数据的鲁棒性略优于LS-SVR模型．RWLS-SVR模型的MRE为0.013 4，TIC为0.009 5，RWLS-

SVR模型的预测值与实际值最为接近，误差最小，而SVR模型的MRE为0.024 2，TIC为0.014 3，和RWLS-SVR模

型相比有较大差距，但略优于LS-SVR模型．经过仿真对比实验，说明了RWLS-SVR进气量预测模型在预测精度

上有显著的提升，有较好的预测精度和稳定性．

4 结束语

（1）复杂环境下影响氧化槽进气量的因素众多，进气量受现场数据的波动影响呈现出一定的随机性．通过

分析生物氧化提金预处理过程机制中的数据波动对氧化槽进气量造成的影响，进气量的变化与ORP的波动存

在较大的相关性．

（2）根据数据的相关性分析，在WLS-SVR模型中使用了两组特定权重的交集，提出了RWLS-SVR进气量

预测模型，在此模型中适当增加ORP波动的数据在模型训练时的权重，提高模型对数据波动的鲁棒性．

（3）仿真实验表明，与传统的LS-SVR模型和SVR模型相比，本文所提出的RWLS-SVR模型具有较高的预

测准确度和泛化性，能较好地解决生物氧化预处理复杂环境下的进气量预测问题．
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4 结 论

本文考虑了具有 Markov 跳跃的主从随机多智能体系统的固定时间一致性问题. 考虑综合因素, 设计了具

有脉冲效应的非线性状态反馈切换控制协议. 通过应用线性矩阵不等式、随机分析理论以及 Lyapunov 稳定性

理论给出了主从多智能体系统在固定时间内达到一致的相关准则.
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