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具有猎物避难所和 Holling II型功能反应函数的
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摘 要：考虑一类具有猎物避难所和 Holling II型功能反应函数的离散模型. 选取参数, 利用中心流形定理和分岔理

论, 阐述模型在正平衡点处存在 Flip分岔和 Neimark-Sacker分岔, 展示模型的动力学行为. 最后进行数值模拟验证理

论结果的有效性.
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Abstract：A discrete model with prey refuge and Holling type II functional response function is considered. By

selecting parameters, using the center manifold theorem and bifurcation theory, the existence of Flip bifurcation

and Neimark-Sacker bifurcation at the positive equilibrium point of the model is expounded, and the dynamic

behavior of the model is demonstrated.
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0 引 言

捕食者和食饵之间动态关系的普遍性和重要性, 使得捕食者-食饵模型长期以来一直是生态学和数学生态

学的主要课题之一[1]. 如果捕食者或者天敌的数量过多, 食饵有可能灭绝. 避难所对捕食者-食饵的相互作用具

有稳定作用. Feller[2] 建立了具有猎物避难所的捕食者-食饵模型. Bick等[3]研究发现避难所的存在可以保护食

饵不被灭绝. 近年来, 离散捕食者-食饵模型受到许多学者的关注[4]. 物种间相互作用的微分方程模型是数学在

生物学中的经典应用之一. 马兆芝等[5]研究发现, 避难所大小是影响动力学行为的一个关键性因素. Rodriguez

等[6]研究了在避难区, 捕食者无法捕食猎物. Teng[7] 研究了捕食者-食饵模型的复杂动力学行为. Fu等[8]讨论了

Holling II型捕食者-食饵模型的动力学性质. Hu等[9]研究了捕食者-食饵模型的 Flip分岔和 Neimark-Sacker分

岔. 程利芳[10]讨论了分岔理论在生态模型中的应用. Khan等[11]借助中心流形定理和分岔理论研究了离散捕食

者-食饵模型的分岔.
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介绍离散模型之前, 我们引入具有猎物避难所和 Holling II型功能反应函数的连续捕食者-食饵模型[12]:




dx
dt

=αx(1− x
k
)− β(1−m)yx

1+a(1−m)x

dy

dt
=−γy+ cβ(1−m)yx

1+a(1−m)x

(1)

其中: x, y分别表示在 t时刻的食饵和捕食者种群密度, a, k, α, β, γ, c都是正常数. 这里 α代表食饵的内在生长

速率; k代表食饵的携带能力; γ 是捕食者的死亡率; β/α是单位时间内每个捕食者可吃掉的最大食饵数量; 1/a

是达到该比率一半所需的食饵密度; c是表示每个捕获的食饵的新生捕食者数量的转换因子; m表示食饵避难

率, βx/(1+ax)表示 Holling II型[13]功能反应函数.

下面我们用欧拉向前方法离散化模型 (1):




xn+1 =xn exp[αxn(1− xn

k
)− β(1−m)ynxn

1+a(1−m)xn
]

yn+1 = yn exp[−γyn + cβ(1−m)ynxn

1+a(1−m)xn
]

(2)

本文讨论了模型 (2)平衡点的存在性, 利用中心流形定理和分岔理论给出模型 (2)的 Flip分岔和 Neimark-

Sacker分岔的存在条件. 通过数值模拟发现模型 (2)出现周期解、极限环、稳定周期解、稳定极限环、不稳定极

限环.当参数在某个特定值时,模型 (2)的解会出现混沌现象.螨类捕食者-食饵的相互作用通常表现出空间避难

所, 这为食饵提供了一定程度的保护, 使其免受捕食, 减少了因捕食而灭绝的机会, 此模型对实际生活和理论指

导有一定的参考价值.

1 平衡点分析

很容易看出 E0(0,0)和 E1(k,0)是模型 (2)的两个平衡点.

此外,当满足条件 cβ−γa > 0和 0≤m≤ 1−γ/(k(cβ−γa))时, E2(x2,y2)存在正平衡点, x2 = γ/k(cβ−γa)(1−m),

y2 = ac(k(cβ−γa)(1−m))/k(cβ−γa)(1−m)2.

下面讨论正平衡点 E2(x2,y2)是否存在 Flip分岔和 Neimark-Sacker分岔. 记在 E2(x2,y2)的雅可比矩阵为

J(E2)=

[
1− αx2

k
+ αβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
− γ

c

cβ(1−m)2y2
[1+a(1−m)x2]2

1

]
,

J(E2)的相应特征方程可以写成 F (λ)= λ2−trJ(E2)λ+detJ(E2). 其中,

trJ(E2)=2− αx2

k
+

αβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
,

detJ(E2)=1− αx2

k
+

αβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
+

γβ(1−m)2y2

[1+a(1−m)x2]2
.

显然 F (1)> 0, 当 α =α1 = [4k(1+a(1−m)x2)2+2kaβ(1−m)2x2y2+kγβ(1−m)y2]/2x2(1+a(1−m)x2)2, 此时

F (−1)= 0, trJ(E2) 6=0. 当 trJ(E2)= 0时,有 α =α∗ = [4k(1+a(1−m)x2)2+kaβ(1−m)2x2y2]/2x2(1+a(1−m)x2)2.

则在 E2 可能存在 Flip 分岔, 定义 M = {(a,m,k,α,β) : α = α1,α 6= α∗,a > 0,m > 0,k > 0,γ > 0,β > 0}. 当
detJ(E2) = 1时, 存在共轭复根, 且 |λ1|= |λ2|= 1. c = c1 为 (cβ−γa)2/c(k(cβ−γa)(1−m)−γ)− [x2aβ(1−m)+

γβ]/x2(1−m)(1+a(1−m)x2)2 = 0的解. 则在 E2 可能存在 Neimark-Sacker分岔, 定义 N = {(a,m,k,α,β) : c =

c1,a> 0,m> 0,k > 0,γ > 0,β > 0}.

2 Flip分岔
本节应用中心流形定理[14]研究了 Flip分岔的存在性. 选择 α作为分岔参数, 给参数 α一个小扰动 α, 并且

令 un =xn−x2, vn = yn−y2, 模型 (2)变为




un+1 =(un +x2)exp[(α+α)(1− (un+x2)

k
)− β(1−m)ynxn

1+a(1−m)(un+x2)
]−x2

vn+1 =(un +x2)exp[−γ(un +x2)+ cβ(1−m)(un+x2)(un+x2)

1+a(1−m)(un+x2)
]−y2

(3)

将模型 (3)在 (un,vn,α)= (0,0,0)时进行泰勒级数展开至二阶
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



un+1 = a11un +a12vn +a13u
2
n +a14unvn +a15v

2
n +b11α+b12unα+b13vnα+b14α

2 +o((|un|+ |vn|+ |α|)2)
vn+1 = a21un +a22vn +a23u

2
n +a24unvn +a25v

2
n +o((|un|+ |vn|+ |α|)2)

(4)

a11 =1− α1x2

k
+

aβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
, a12 =− β(1−m)x2

1+a(1−m)x2

,

a13 =− α1

k
+

2aβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
+[1− α1x2

k
+

aβ(1−m)2x2
2y2

[1+a(1−m)x2]2
][−α1

k
+

aβ(1−m)x2y2

[1+a(1−m)x2]2
]− 2a2β(1−m)3x3

2y2

[1+a(1−m)x2]4
,

a14 =− β(1−m)y2

1+a(1−m)x2

+
α1β(1−m)x2y2

k[1+a(1−m)x2]
− aβ2(1−m)2x2y

2
2

[1+a(1−m)x2]3
,

a15 =− β(1−m)x2

1+a(1−m)x2

+
β2(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
,

a21 =
cβ(1−m)y2

[1+a(1−m)x2]2
, a22 =1,

a23 =
2acβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]4
+

cβ(1−m)y2

[1+a(1−m)x2]2
(−α1

k
+

aβ(1−m)2y2

1+a(1−m)x2

),

a24 =− cβ(1−m)
[1+a(1−m)x2]2

, a25 =0,

b11 =x2− x2
2

k
, b12 =1− 2x2

k
+(x2− x2

2

k
)(−α1

k
+

aβ(1−m)2y2

[1+a(1−m)x2]2
),

b13 =− β(1−m)x2

1+a(1−m)x2

+
β(1−m)x2

2

k[1+a(1−m)x2]
, b14 =(x2− x2

2

k
)2.

令

J(E2)=

[
a11 a12

a21 a22

]
,

由于 |λ1|=−1, |λ2| 6=−1,通过计算,得到矩阵 J(E2)的特征值分别为 λ1 =−1, λ2 =3−αx2/k+αβ(1−m)2x2y2/(1+

a(1−m)x2)2.

设矩阵

T =

[
u1 u2

v1 v2

]
=

[
−2 λ2−1

a21 a21

]
,

使用翻转 (
un

vn

)
=T

(
Xn

Yn

)
,

则模型 (3)变成以下形式




Xn+1 =−Xn +f(un,vn,α)+o(u2
n +v2

n +α2
n)

Yn+1 =λ2Yn +g(un,vn,α)+o(u2
n +v2

n +α2
n)

(5)

f(un,vn,α)=
−a21a13 +(λ2−1)a23

a21(λ2 +1)
u2

n +
−a21a14 +(λ2−1)a24

a21(λ2 +1)
unvn− a15

λ2 +1
v2

n−
b11

λ2 +1
α

− b12

λ2 +1
unα− b13

λ2 +1
vnα− b14

λ2 +1
α2,

g(un,vn,α)=
a13a21 +2a23

a21(λ2 +1)
u2

n +
a14a21 +2a24

a21(λ2 +1)
unvn +

a15

λ2 +1
v2

n +
b11

λ2 +1
α+

b12

λ2 +1
unα

+
b13

λ2 +1
vnα+

b14

λ2 +1
α2.
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对模型 (5)应用中心流形定理. 假设W c(0,0,0)表示模型 (5)在 α =0的小邻域内的中心流形, 则W c(0,0,0)

计算为

W c(0,0,0)= {(un,vn,α)∈R3 :Yn =A0α+A1X
2
n +A2Xnα+A3α

2}.

A0 =
b11

1−λ2
2

,

A1 =
4a13a21 +8a23

a21(1−λ2
2)

− 2a14a21 +4a24

1−λ2
2

+
a15a

2
21

1−λ2
2

,

A2 =
4A0[a13a21 +2a23]

a21(1+λ2)
+

A0(λ2−3)[a14a21 +2a24]
1−λ2

2

− 2A0a
2
21a15

1−λ2
2

− 2b12

1−λ2
2

+
a21b13

1−λ2
2

,

A3 =
A2

0(λ2−1)2[a13a21 +2a23]
a21(1−λ2

2)
+

A2
0(λ2−1)[a14a21 +2a24]

1−λ2
2

+
A2

0a
2
21a15

1−λ2
2

+
A0(λ2−1)b12

1−λ2
2

+
A0a21b13

1−λ2
2

+
A0b14a21

1−λ2
2

.

此外, 对于限制于中心流形W c(0,0,0)的映射, 我们考虑映射 G∗

G∗ =−Xn +f(un,vn,α)

=−Xn +B0α+B1X
2
n +B2Xnα+B3α

2 +B4X
2
nα+B5Xnα2 +B6X

3
n +B7α

3 +o((|Xn|+ |α|)3) (6)

B0 =− b11

λ2 +1
,

B1 =
4[−a13a21 +(λ2−1)a23]

a21(λ2 +1)
− 2[−a14a21 +(λ2−1)a24]

λ2 +1
+

a2
21a15

λ2 +1
,

B2 =
4A0(1−λ2)[−a13a21 +(λ2−1)a23]

a21(λ2 +1)
+

A0(λ2−3)[−a14a21 +(λ2−1)a24]
λ2 +1

+
2A0a

2
21a15

λ2 +1
+

2b12

λ2 +1
− a21b13

λ2 +1
,

B3 =
A2

0(λ2−1)2[−a13a21 +(λ2−1)a23]
a21(λ2 +1)

− 2A2
0[−a14a21 +(λ2−1)a24]

λ2 +1
+

A2
0a

2
21a15

λ2 +1

− A0(λ2−1)b12

λ2 +1
− A0a21b13

λ2 +1
− b14

λ2 +1
,

B4 =
[−4A2(λ2−1)+2A0A1(λ2−1)2][−a13a21 +(λ2−1)a23]

a21(λ2 +1)
+

[2A0A1a
2
21 +2A2a

2
21]a15

λ2 +1

+
[A2(λ2−3)+2A0A1(λ2−1)][−a14a21 +(λ2−1)a24]

λ2 +1
− 2A1(λ2−1)b12

λ2 +1
− A1a

2
21b13

λ2 +1
,

B5 =
[4A3(λ2−1)+2A0A2(λ2−1)2][−a13a21 +(λ2−1)a23]

a21(λ2 +1)
− [2A3a

2
21 +2A0A2]a15

λ2 +1

+
[2A0A2(λ2−1)+A3(λ2−3)][−a14a21 +(λ2−1)a24]

λ2 +1
+

2A3(λ2−1)b12

λ2 +1
− A3a

2
21b13

λ2 +1
,

B6 =
−4(λ2−1)A1[−a13a21 +(λ2−1)a23]

a21(λ2 +1)
+

A1(λ23)[−a14a21 +(λ2−1)a24]
λ2 +1

+
2A1a

2
21a15

λ2 +1
,

B7 =
2A0A3(λ2−1)2[−a13a21 +(λ2−1)a23]

a21(λ2 +1)
+

2A0A3(λ2−1)[−a14a21 +(λ2−1)a24]
λ2 +1

+
2A0A3a

2
21a15

λ2 +1
− A3(λ2−1)b12

λ2 +1
− A3a21b13

λ2 +1
.

在 (un,vn,α)= (0,0,0)时定义两个判别量 l1 6=0和 l2 6=0.

l1 =G∗
Xnα +

1
2
G∗

αG∗
XnXn

=B2 +B0B1,

l2 =
1
6
G∗

XnXnXn
+(

1
2
G∗

XnXn
)2 =B6 +B2

1 .

因此, 根据上述分析和文献 [14]中的定理 3.1, 我们给出了在正平衡点 Flip分岔存在的条件.
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定理 1 如果 l2 6= 0, 模型 (2)在 E2(x2,y2)处存在 Flip分岔. 如果 l2 > 0, 则从 E2(x2,y2)分岔的周期 2点是

稳定的; 如果 l2 < 0, 则从 E2(x2,y2) 分岔的周期 2点是不稳定的.

3 Neimark-Sacker分岔
本节选择了 c作为分岔参数来研究在E2(x2,y2)的Neimark-Sacker分岔. 令 c= c1+c̄, un =xn−x2, vn = yn−y2,

其中 |c̄|¿ 1, 模型 (2)变为





un+1 =(un +x2)exp[α+(1− (un+x2)

k
)− β(1−m)ynxn

1+a(1−m)(un+x2)
]−x2

vn+1 =(un +x2)exp[−γ(un +x2)+ (c1+c̄)β(1−m)(un+x2)(un+x2)

1+a(1−m)(un+x2)
]−y2

(7)

将模型 (7)在 (un,vn)= (0,0)时进行泰勒级数展开至三阶





un+1 = c11un +c12vn +c13u
2
n +c14unvn +c15v

2
n +d11u

2
n +d12u

2
nvn

+d13unv2
n +d14v

3
n +o((|un|+ |vn|)3)

vn+1 = c21un +c22vn +c23u
2
n +c24unvn +c25v

2
n +d21u

2
n +d22u

2
nvn

+d23unv2
n +d24v

3
n +o((|un|+ |vn|)3)

(8)

其中 c11, c12, · · · , c15, c21, c22, · · · , c25同模型 (4)中的 a11,a12, · · · ,a15,a21,a22, · · · ,a25,

d11 =[−2α

k
+

αx2

k
+

aβ(1−m)x2y2[1−α+aβ(1−m)2x2
2y2]

[1+a(1−m)x2]2
+

2a2β(1−m)2x3
2y2

[1+a(1−m)x2]4

aβ(1−m)2y2(2x2y2 +αx2
2y2)

[1+a(1−m)x2]2
][−αx2

k
+

aβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
]+

3a2β2(1−m)3x2
2y

2
2

[1+a(1−m)x2]2

+
aβ(1−m)y2[2(1−m)y2 +1−α]

[1+a(1−m)x2]2
+

2aαβ(1−m)2x2y2

k[1+a(1−m)x2]2
− 2aαβ(1−m)3x2

2y2

k[1+a(1−m)x2]3

+
2aαβ(1−m)x2y2(α−1)

[1+a(1−m)x2]3
− 2a2β2(1−m)3x3

2y
2
2

[1+a(1−m)x2]3
− 4aβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]3

− 6a2β(1−m)3x2
2y2

[1+a(1−m)x2]4
+

8a2β(1−m)3x3
2y2

[1+a(1−m)x2]2
,

d12 =− β(1−m)
1+a(1−m)x2

[−2α

k
+

αx2

k
+

aβ(1−m)2(2x2y2 +αx2
2y2)

[1+a(1−m)x2]2
+

2a2β(1−m)2x3
2y2

[1+a(1−m)x2]4

aβ(1−m)x2y2[1−α+aβ(1−m)2x2
2y2]

[1+a(1−m)x2]2
]+

aαβ(1−m)2x2
2

k[1+a(1−m)x2]2
− 2a2β(1−m)3x3

2

[1+a(1−m)x2]4

+
aβ(1−m)x2[2(1−m)+1−α(1−m)+2aβ(1−m)2x2

2y2]
[1+a(1−m)x2]2

,

d13 =[−α

k
+

aβ(1−m)2y2

[1+a(1−m)x2]2
][− β(1−m)x2

1+a(1−m)x2

+
β2(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
]− β(1−m)

1+a(1−m)x2

+
aβ(1−m)2x2

[1+a(1−m)x2]2
+

β2(1−m)2y2

[1+a(1−m)x2]2
− 2β2(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]3
,

d14 =
β2(1−m)2x2

[1+a(1−m)x2]2
− β3(1−m)3x2y2

[1+a(1−m)x2]3
+

β(1−m)2x2

[1+a(1−m)x2]2
,

d21 =− 2ac2
1β

2(1−m)3x2y
2
2

[1+a(1−m)x2]6
− αc2

1β
2(1−m)2y2

2

[1+a(1−m)x2]4
+

ac2
1β

3(1−m)4y3
2

[1+a(1−m)x2]5
+

2kac1αβ(1−m)y2

[1+a(1−m)x2]3

+
3ac1β

2(1−m)3y2
2

[1+a(1−m)x2]4
− 2ac1β(1−m)2

[1+a(1−m)x2]4
− 8ac1β(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]5
,

d22 =− 2ac1β(1−m)2x2

[1+a(1−m)x2]4
− ac1β(1−m)

[1+a(1−m)x2]2
+

2ac1β
2(1−m)3y2

[1+a(1−m)x2]3
,

d23 =0, d24 =0.
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模型 (8)在原点 (0,0)处线性化的特征方程为 λ2−P (c̄)λ+Q(c̄), 其中,

P (c̄)=−1− [1− αx2

k
+

aβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
] exp[α(1− x2

k
)],

Q(c̄)=[1− αx2

k
+

aβ(1−m)2x2y2

[1+a(1−m)x2]2
+

(c1 + c̄)β2(1−m)2x2y
2
2

[1+a(1−m)x2]3
] exp[α(1− x2

k
)].

相应的, 当 c̄在 c̄=0的小邻域中变化时, 特征方程的根为

λ1,2 =
1
2
[P (c̄)± i

√
4Q(c̄)−P (c̄)2].

且有 |λ1| = |λ2| =
√

Q(c̄) 和 K = (d|λ1,2|/dc̄)c̄=0 6= 0. 此外, 当 c̄ = 0, λj
1 = λj

2 6= 1, j = 1,2,3,4, 相当于 P (0) 6=
−2,0,1,2. 由于 P (0) = −2− αx2/k + (aβ(1−m)2x2y2)[1 + a(1−m)x2]2 6= ±2, 所以只需要求 P (0) 6= 0,1, 即

−αx2/k+aβ(1−m)2x2y2/[1+a(1−m)x2]2 6=2,3.因此,特征值 λ1,2满足非退化线性条件,不位于单位圆与坐标轴

的相交处.

令 R =1−γβ(1−m)y2/[1+a(1−m)x2]2, I =1/2
√

2+γβ(1−m)y2/[1+a(1−m)x2]2, 设矩阵

T =

(
c12 0

c11−R −I

)
,

使用翻转 (
un

vn

)
=T

(
Xn

Yn

)
,

则模型 (7)变成以下形式





Xn+1 =RXn−IYn + f̃(un,vn)

Yn+1 = IXn +RYn + g̃(un,vn)
(9)

其中,

f̃(un,vn)=c12c13X
2
n +c14[(R−c11)Xn−IXnYn]+

c15

c12

[(R−c11)Xn−IXnYn]+c2
12d11X

3
n

+c12d12X
2
n[(R−c11)Xn−IXnYn]+d13Xn[(R−c11)Xn−IXnYn]2

+
d14

c12

[(R−c11)Xn−IXnYn]3 +o((|Xn|+ |Yn|)3),

g̃(un,vn)=
c12[(R−c11)c13−c12c23]

I
X2

n +
[(R−c11)c14−c12c24]

I
[(R−c11)Xn−IXnYn]

+
[(R−c11)c15−c12c25]

Ic12

[(R−c11)Xn−IXnYn]2 +
c2
12[(R−c11)d11−c12d21]

I
X3

n

+
c12[(R−c11)d12−c12d22]

I
X2

n[(R−c11)Xn−IXnYn]+
c12[(R−c11)d13−c12d23]

I

Xn[(R−c11)Xn−IXnYn]2 +
c12[(R−c11)d14−c12d24]

IC12

[(R−c11)Xn−IXnYn]3

+o((|Xn|+ |Yn|)3).

定义第一 Lyapunov指数如下所示[14]

L= [−Re(
λ2

2(1−2λ1)
1−λ1

ξ11ξ20)− 1
2
||ξ11||2−||ξ02||2 +Re(λ2ξ21)] (10)
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其中,

ξ02 =
1
8
[F̄XnXn

− F̄YnYn
+2ḠXnYn

+ i(ḠXnXn
−ḠYnYn

+2F̄XnYn
)],

ξ11 =
1
4
[F̄XnXn

+ F̄YnYn
+ i(ḠXnXn

+ḠYnYn
)],

ξ20 =
1
8
[F̄XnXn

− F̄YnYn
+2ḠXnYn

+ i(ḠXnXn
−ḠYnYn

−2F̄XnYn
)],

ξ21 =
1
16

[F̄XnXnXn
+ F̄XnYnYn

+ḠXnYnYn
+ḠYnYnYn

+ i(ḠXnXnXn
+ḠXnYnYn

− F̄XnXnYn
− F̄YnYnYn

)].

因此, 根据上述分析和文献 [15]中的 Neimark-Sacker分岔存在理论, 我们得到定理 2, 表明 Neimark-Sacker

分岔存在和方向的参数条件.

定理 2 如果满足非退化线性条件且 L 6=0, 模型 (2)在 E2(x2,y2)处存在 Neimark-Sacker分岔. 若 L< 0 (或

者 L> 0), 则当 c̄ > 0 (或者 c̄ < 0) 时, 吸引 (或者排斥) 不变闭合曲线从 E2(x2,y2)分岔.

图 1 模型 (2)的分岔图

图 2 模型 (2)不同 α值、c值的相图

4 数值模拟

例 1选择参数 a=0.1, c=4, k =0.4, m =0.5, β =0.3, γ =0.2,通过数值计算得平衡点E2(0.338 983,1.269 07)

和 α =2.454 24, λ1 =−1, λ2 =0.926 375. 模型 (2)具有平衡点 E2(x2,y2)和 (a,m,k,α,β)∈M . 我们只改变参数 α
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以查看模型 (2)的动力学行为变化. 其中 α∈ [2.2,3.4]. 如图 1(a)所示, 对于平衡点 E2(x2,y2)，在 α < 2.454 24时

是稳定的, 当 α = 2.454 24时失去了稳定性, 当 α > 2.454 24时, 存在 Flip分岔. 此外, 随着 α的增大, 出现了一

个混沌集合. 图 2(a)是参数α∈ [2.2,3.4] 时模型 (2)的相图.

例 2 选择参数 a = 5, k = 0.4, α = 3, m = 0.1, β = 0.4, γ = 1.5, 通过数值计算得出平衡点 E2(0.222 222,

0.740 741)和 c = 3.75, λ1,2 = 0.499 999±0.866 026i. 模型 (2)具有平衡点 E2(x2,y2)和 (a,m,k,α,β) ∈ N . 我们

只改变参数 c以查看模型 (2)的动力学行为变化. 其中 c ∈ [3.5,4.2]. 如图 1(b)所示, 对于平衡点 E2(x2,y2)，在

c < 3.75时是稳定的, 当 c = 3.75时失去了稳定性, 当 c > 3.75时, 存在 Neimark-Sacker分岔. 此外, 随着 c的增

大, 出现了一个混沌集合. 图 2(b)是参数 c∈ [3.5,4.2]时模型 (2)的相图, 有周期解和极限环出现.
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