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摘 要：考虑了对偶对 (U(1), U(1, n))下的辛表示的不可约分解问题.主要的想法是构造两个李群 SL(2, R)和U(1, n)

表示的缠结算子, 将对应的表示空间分解为不可约 SL(2, R)×U(1, n)-模. 以 Fourier-Poisson变换作为主要工具, 并结

合此变换的 Plancherel公式, 得到了辛表示的谱分解.
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Symplectic Representations and Its Irreducible Decomposition

under the Dual Pair (U(1),U(1,n))

DAI Jingang, FAN Xingya

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：We considered the problem of irreducible decomposition of the symplectic representation under the

dual pair (U(1),U(1,n)). The main idea is to construct the intertwining operator of representation of SL(2, R)

and U(1,n), and the corresponding representation space is decomposed into irreducible SL(2, R)×U(1, n)-module.

The main technique used in this paper is the Fourier-Poisson transform, combining the Plancherel formula of this

transform, we obtain the spectrum of the symplectic representation.
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0 引 言

辛表示 (又称 Segal-Shale-Weil调和振荡表示) 是一类重要的李群表示, 最初由Weil提出[1]. 此表示是实李

群表示理论的极大发展, 其相关研究结果推动了数论和量子力学的发展, 并在数学、物理等相关研究领域有着

极其重要的应用[2−4]. 设 Sp(2n,R)是一个实辛群, 其双重覆盖群为Mp(2n,R). 辛表示是关于群Mp(2n,R)的一

个不可约无限维表示. Kashiwara等[5]深入地研究了此类表示, 并得到了此类表示的张量积分解. 此后, 在假设

条件 G×G′为某个辛群的子群和 G与 G′互为中心化子之下, Howe结合经典的Weyl不变理论发展了约化对偶

对 (G,G′)理论[6−7], 由此产生了著名的 Howe对应理论, 此理论不仅成功地解决一些半单李群酉表示的分类问

题, 还为量子力学的相关研究提供了更为简便的数学框架.
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悉知, 辛表示的主要核心是对应表示空间在此表示下的谱分解. 我们来回顾一下辛表示 L̃限制在对偶对

(G,G′)的谱分解:

L̃
∣∣
G×G′ '

∫ ⊕

Ĝ

π⊗π′dµ(π),

其中 Ĝ 表示群 G 的不可约酉表示的等价类构成的集合, π ∈ Ĝ, π′ 表示群 G 限制到群 G′ 下的不可约酉表示,

dµ(π)表示一个抽象的 Plancherel测度.

设 (G, G′) = (U(1,1),U(1,1)), Ørsted 等[8]借助 Fourier积分算子精确地计算了上述 Plancherel测度 dµ(π).

受文献 [5]和 [8−9]的启发, 笔者继续研究辛表示 L̃的 Plancherel分解, 并得到 (SL(2,R), U(1,n))对应的连续谱

序列分解. 主要技术是构造了一类新的 Fourier-Poisson积分, 结合 (u(1, n), U(1)×U(n))-模[10], 得到了 Fourier-

Poisson积分的 Plancherel定理, 其中 u(1,n)是李群 U(1,n)的李代数. 该结果是辛表示 L̃连续谱分解的基本工

具. 当 s∈R时, 对于一个固定的 v ∈Z, 辛表示的具体分解如下:

L2 (C1+n,V−v)∼=
∫ ∞

0

π±is⊗ π̃is,vdµ(s).

其中 dµ(s)表示一个具体的 Plancherel测度.

1 预备知识与主要结果

1.1 预备知识

定义李群 U(1) := {eiθ : 0≤ θ < 2π}. 对某个固定的 v ∈ Z, 设 (Vv, δv)为 U(1)的有限维不可约表示[11], 其中

δv(eiθ)= eivθ. Û(1)表示群 U(1)的所有不可约酉表示的等价类构成的集合. V−v定义为 Vv的对偶空间, δ−v是 δv

的对偶表示.

引理 1[5] 在群 U(1)的作用下, 空间 L2(C1+n)可分解为:

L2 (C1+n)=
⊕

δv∈Û(1)

L2 (C1+n,V−v)⊗Vv,

其中

L2 (C1+n,V−v) :=
{
f ∈L2 (C1+n) : f(eiθz)= eivθf(z), v ∈Z}

.

在 C1+n上定义 Hermite形式如下:

[z,z] := z1z̄1−z2z̄2−·· ·−zn+1z̄n+1 (1)

其中 z ∈C1+n为行向量, zk是 z的第 k个坐标分量, z̄k表示复数 zk的共轭.定义 (n+1)-阶可逆矩阵群GL(1+n,C)

的子群如下:

U (1,n) :=
{
g ∈GL(1+n,C) : g∗I1,ng = I1,n, I1,n =diag(1,−In), In是n阶单位矩阵

}
,

其中 g∗表示 g的共轭转置. 此群保持上述 Hermite形式不变.

设 Ξ := {ξ ∈C1+n : [ξ,ξ] = 0} 为空间 C1+n上的锥, 其中 [·, ·]如式 (1)所示. 定义

C× :=R×+×S1,

其中 S1 := {t∈C× : |t|=1}. 容易定义 C×上的特征标如下:

χα,β(t)= |t|s
(

t

|t|
)v

= tαt̄β, t∈C×, s∈C, α =
s+v

2
, β =

s−v

2
, v ∈Z.

利用上述数对 (α, β), 定义函数空间

Sα,β(Ξ) := {f ∈C∞(Ξ) : f(tz)= χα,β(t)f(z), z ∈Ξ, t∈C×} .
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令 C∞
s (Ξ,V−v)是 Ξ上的光滑函数空间且其上元素满足

f(tξ)= tα+βf(ξ),

其中 t∈C×, α+β = s. 同样的, 可以定义 L2
s(Ξ,V−v)为 Ξ满足上式的平方可积函数全体. 注意到

C∞
s (Ξ,V−v)=

∑
α+β=s,α−β∈Z

Sα,β(Ξ).

定义群 U(1,n)在空间 C∞
s (Ξ,V−v)上的作用为

π̃is,v(g)(f)(z)= f(z ·g−1) (2)

其中 z ·g−1是右乘. 事实上由文献 [10]可知,对于 C∞(Ξ)的任意子空间来说,群 U(1,n)的作用相同.从而上述分

解对 U(1, n)不变.记 U(1,n)的极大紧子群为K =U(1)×U(n). 现在考虑空间 Sα,β(Ξ)的 U(1)×U(n)模的结构.

令拉普拉斯算子如下:

∆n =4
n∑

j=1

∂2

∂zj∂z̄j

.

定义Ha(Cn)为满足∆nf =0的函数全体构成的集合.设 Pα,β(Cn)是关于 zj 变量是 α齐次的, 且关于 z̄j 变量是

β齐次的多项式构成的空间. 容易验证 ∆n : Pα,β(Cn)→Pα−1,β−1(Cn). 从而

Ha(Cn)=
∑

α+β=a

Ha(Cn)∩Pα,β(Cn)=:
∑

α+β=a

Hα,β(Cn).

此外, 当 n =1时, 定义

Hj(C)=

{
Hj,0(C), j≥ 0,

H0,−j(C), j≤ 0.

定义映射

Jα,β,j,k,m :=Jα,β : Hj(C)⊗Hk,m(Cn)→Sα,β(Ξ),

此处

α+β = s, α−β = |j|+k−m.

引理 2[10] 在群 U(1)×U(n)的作用下, 空间 Sα,β(Ξ)有如下分解:

Sα,β(Ξ)∼=
∑

a≥0,|j|

∑
k,m≥0,k+m=a, |j|+k−m=α−β

Jα,β(Hj(C)⊗Hk,m(Cn)) (3)

其中 Jα,β(Hj(C)⊗Hk,m(Cn))是 U(1)×U(n)的不可约模.

在引理 2中, 容易观察到, 如果 j≥ 0, 则

|j|+k−m = j +k+m−2m = j +a−2m,

或者 j≤ 0, 则

|j|+k−m =−j +k+m−2(−j +m)=−j +a−2(−j +m).

利用上式可知, 式 (3)非空的条件是

|j|+a≥α−β, |j|+a≡α−β (mod 2).

为了定义本文所需的振荡积分, 现需下面引理.

引理 3[9] 固定 v ∈Z, 定义一个分布

Iv (z,s,ξ)= |[z, ξ]|is−3n−2
, (z,s,ξ)∈C1+n×R×Ξ,

则 I(z,s,ξ)有下列性质:
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(i) 对于任意的 a∈C\{0},
Iv (az,s,ξ)= ais−3n−2Iv (z,s,ξ) .

(ii) 记群 U(1,n)的作用为 π̃s,v, 且与式 (2)形式相同. 对于任意的 g ∈U(1,n),

Iv (zg,s, ·)(ξ)= π̃s,v(g)Iv(z,s, ·)(ξ).

(iii) (
∂2

∂z1∂z̄1

− ∂2

∂z2∂z̄2

−·· ·− ∂2

∂zn+1∂z̄n+1

)
Iv(z,s,ξ)= 0.

定义 1 固定 v ∈Z, 记 Θ =: {z ∈C1+n : [z,z] <−1}. 设 C∞
c (C1+n,V−v)为 C1+n上 V−v-值无穷可微函数全体

构成的集合且其紧支集落在 Θ内. 任取 f ∈C∞
c (C1+n,V−v), 定义振荡积分算子

Fvf (ζ,s,ξ)=
∫

C1+n

ei[z,z]·ζf (z)Iv (z, is,ξ) |dz|2 (4)

其中 (ζ,s,ξ)∈R×R×Ξ, |dz|2是 C1+n上的 Lebesgue测度.

定义 2 置 SL(2,R)在空间 L2(R)上的表示如下:

π±is

((
a b

c d

))
f(x)=




|−bx+d|−1−isf

(
ax−c
−bx+d

)
, 如果 +,

sign(−bx+d)|−bx+d|−1−isf
(

ax−c
−bx+d

)
, 如果 −,

其中 s∈R, x∈R, f ∈L2(R).

注 1 群 SL(2,R)的抛物子群的代表元如下:

g (a)=

(
a 0

0 a−1

)
,a> 0; t(x0)=

(
1 0

x0 1

)
, x0 ∈R (5)

利用定义 2可知, 对于 g(a), t(x0)来说, π±is具有以下关系:

π±is

(
1 0

x0 1

)
f(x)= f(x−x0),

π±is

(
a 0

0 a−1

)
f(x)= a1+isf(a2x).

引理 4[12] 对于 s∈R, π±is均为 SL(2,R)的不可约酉表示. 此外, π+
is与 π+

−is酉等价, π−is与 π−−is酉等价.

注 2 若 s=u+iv ∈C, 则 SL(2,R)在加权测度空间 L2(R,(1+ |x|2)udx)上的非酉主序列表示可由如下形式

给出:

π±s

((
a b

c d

))
f(x)=




|−bx+d|−1−sf

(
ax−c
−bx+d

)
, 如果 +,

sign(−bx+d)|−bx+d|−1−sf
(

ax−c
−bx+d

)
, 如果 −,

事实上, 上述给出的非酉主序列表示包含了 SL(2,R)的所有的有限维不可约子表示. 对于 0 < s < 1, πs(g)是酉

主序列表示, 此情况下 πs(g)为补序列表示, 但是补序列表示不出现在 Plancherel公式里面 (见文献 [12]).

1.2 主要结果

本文主要结果如下:

定理 1 定义算子 Fv 如式 (4)所示, 则

Fv :L2(C1+n,V−v)→L2 (R)⊗̂L2
s(Ξ,V−v),

此处 ⊗̂表示两个函数空间张量积的完备化.

定理 2 设 s∈R, L2 (C1+n,V−v)有下列不可约 SL(2,R)×U (1,n)-模分解:

L2 (C1+n,V−v)∼=
∫ ∞

0

π±is⊗ π̃is,vds.
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2 定理 1的证明
引理 5 设 C∞

c (C1+n,V−v)为 C1+n 上 V−v-值有紧支集 (其支集在 Θ内, 集合 Θ见定义 1) 的光滑函数全体

构成的集合, 则 Fv : C∞
c (C1+n,V−v)→C∞(R)⊗̂C∞

s (Ξ, V−v)是一个连续映射.

证明 设 z0, w0 ∈C, 利用 |z0||w0| ≤ (|z0|2 + |w0|2)/2和三角不等式 ||z0|−|w0|| ≤ |z0−w0|, 容易得到

|[z, ξ]|=
∣∣∣∣∣z1ξ̄1−

n+1∑
j=2

zj ξ̄j

∣∣∣∣∣≥
∣∣∣∣∣
∣∣z1ξ̄1

∣∣−
n+1∑
j=2

∣∣zj ξ̄j

∣∣
∣∣∣∣∣≥

∣∣∣∣∣
∣∣z1ξ̄1

∣∣− 1
2

n+1∑
j=2

|zj |2− 1
2

n+1∑
j=2

|ξj |2
∣∣∣∣∣ .

由于 ξ ∈Ξ, 则 |ξ1|2 =
∑n+1

j=2
|ξj |2. 从而

|[z, ξ]|−3n−2≤
∣∣∣∣∣
∣∣z1ξ̄1

∣∣− 1
2

n+1∑
j=2

|zj |2− |ξ1|2
2

∣∣∣∣∣

−3n−2

≤ |−(|z1|−|ξ|)2 +[z,z]|−3n−2≤ |[z,z]|−3n−2
.

于是

|Iv(ζ, s, ξ)f(z)| ≤ |[z,z]|−3n−2 |f(z)|.

利用函数 f 的支集和 ζ ∈R, 容易得到

|Fvf (ζ,s,ξ)| ≤
∫

C1+n

∣∣ei[z,z]ζIv(ζ, s, ξ)f(z)
∣∣ |dz|2

≤
∫

C1+n

∣∣Iv(ζ, s, ξ)f(z)
∣∣ |dz|2

.
∫

|[z,z]|>1

|dz|2
|[z,z]|3n+2

<∞.

引理 5证毕.

定理 1的证明 群 SL(2,R)的抛物子群的生成元如式 (5)所示. 对于任意的函数 f ∈L2(C), 定义 SL(2,R)

在空间 L2(C)上的作用为 {
L(g (a))f (w)= af (a−1w) , a> 0

L(t(x))f (w)= e−ix|w|2f (w) , x∈R (6)

群 U(1,n)作用在 L2(C1+n)上为通常的矩阵乘法, 且与 SL(2,R)的作用可交换. 由式 (6)得张量积的表示

L1,n :=L⊗(⊗nL̄
)
.

在空间 L2 (C1+n)上实现如下: {
(L1,n)(g (a))f (z)= an+1f (a−1z) ,

(L1,n)(t(x))f (z)= e−i[z,z]xf (z) .

可得

Fv (L1,n)(g (a))f (ζ,s,ξ)=
∫

C1+n

ei[z,z]ζan+1f (a−1z)Iv (z,s,ξ) |dz|2 .

取 a−1z = z̃, 则

Fv (L1,n)(g (a))f (ζ,s,ξ)=
∫

C1+n

ei[z,z]a2ζan+1f (z)ais−3n−2Iv (z,s,ξ)a2n+2 |dz|2

= a1+isFvf(a2ζ,s,ξ)

=π±is (g (a))Fvf (ζ,s,ξ) .



284 新疆大学学报（自然科学版中英文） 2024年

其次考虑生成元 t(x)的情况, 利用 Fv 和 L1,n的定义, 有

Fv(L1,n)(t(x))f(ζ,s,ξ)=
∫

C1+n

ei[z,z]ζe−i[z,z]xf(z)I(z,s,ξ)|dz|2

=
∫

C1+n

ei[z,z](ζ−x)f(z)I(z,s,ξ)|dz|2

=Fvf(ζ−x,s,ξ)

=π±is(t(x))Fvf(ζ,s,ξ).

结合引理 5, 定理 1得证.

3 定理 2的证明
设X± = {z ∈C1+n : [z,z] =±1}为 C1+n中的双曲面. 设X :=X+. 特别的, 齐性空间 U(1,n)/U(n)可以实现

为 X [9−10]. 记 dµ(z)为 X 上 U(1, n)-不变的 Haar测度. 令 L2(X, dµ(z))为 X 上平方可积函数构成的全体.

引理 6[5] L2(X,dµ(z))可分解为不可约的 U(1)×U(1,n)-模:

L2(X,dµ(z))=
⊕

δv∈Û(1)

L2(X, V−v)⊗Vv,

其中

L2 (X,V−v)= {f ∈L2(X, dµ(z)) : f(uz)= δ−v(u)−1f(z),u∈U(1), v ∈Z} .

设D(X, V−v)是X上有紧支集的光滑函数全体构成的集合,其为 L2(X, V−v)的稠子空间. 设 C∞
s (Σ,V−v)与

C∞
s (Ξ,V−v)有相同条件的光滑函数空间, 其中 Σ= S1×S2n−1, S2n−1为 2n−1维单位球面.

定义 3 定义 Poisson变换 Pv :C∞
s (Σ,V−v)→D(X, V−v),

Pvf(s,z)=
∫

Σ

|[z,σ]|is−3n−2f(σ)dσ,

其中 σ ∈Σ, f ∈C∞
s (Σ,V−v).

易知Pv是U(1,n)表示的缠结算子. 下面引入X的极坐标.任取 z ∈X, (σ1,σ2)∈Σ,设 z =(σ1 cosh t,σ2 sinh t),

其中 σ1 ∈ S1, σ2 ∈ S2n−1, t ∈ [0,∞). 由文献 [9]可知, 若 f(σ) ∈ C∞
s (Σ,V−v)是一个 K 有限的函数, 则存在函数

f ∈D(X, V−v), 使得 f(z)= F (t)f(σ), 其中 F (t)为 [0,∞)上带有紧支集的光滑函数.

引理 7[13] 对于 s∈R, 任取 σ =(σ1, σ2)∈Σ, 有
∫

Σ

|〈σ1,σ
′
1〉cosh t−〈σ2,σ

′
2〉sinh t|is−3n−2

f(σ′)dσ′ =Φj,l;k,m(t,s)f(σ),

其中 〈·, ·〉为欧氏空间标准内积,

Φj,l;k,m(t,s)= βj,l;k,m(s)Ψj,k(t), βj,l;k,m(s)=
Γ(n)(−1)

j−k
2 Γ( is−n−2+k+j

2
)Γ(− is−n−4

2
)

Γ( is−n−2+|v|
2

)Γ(− is−n+k−j−4

2
)

,

Ψj,k(t)= coshj tsinhk tF1

(
k+ n−1

2
+j +s

2
,
k+ n−1

2
+j−s

2
;k+

n

2
;−sinh2 t

)
.

注 3 若选取X−,此处极坐标会变为 (σ1 cosh t,σ2 sinh t),其中 (σ1,σ2)∈Σ′ =S2n−1×S1. 依然有类似的结果,

只需要调整 cosh t与 sinh t的位置即可.

利用引理 7, Poisson变换可转化为

Pvf(s, t,σ)= Φj,l;k,m(t,s)f(σ).

定义 4 设 A(t)= 22n cosh tsinh2n−1 t. 任取 F (t)∈C∞
c ([0,∞)), 定义 Fourier-Poisson积分:

P̃vf(s,σ)=
∫ ∞

0

F (t)Pvf(s, t,σ)A(t)dt,
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其中 (is, σ)∈ iR×Σ.

利用定义 3和引理 7, 可知

P̃vf(s,σ)= F̃ (s)f(σ),

其中

F̃ (s)= βj,l;k,m(s)F̂j,k(s), F̂j,k(s)=
∫ ∞

0

F (t)Ψj,k(t,s)A(t)dt.

引理 8[9] F̂j,k(s)的 Plancherel公式为
∫ ∞

0

|F (t)|2A(t)dt =
1
2π

∫ ∞

0

|F̂j,k(s)|2 ds

|cj,k(is)|2 (7)

其中

cj,k(is)= 2n−is Γ(k+n)Γ(is)
Γ( k−j+n+is

2
)Γ( k+j+n+is

2
)
.

定理 3 任取 f ∈D(X, V−v), 有
∫

X

|f(z)|2dµ(z)=
1
2π

∫ ∞

0

‖P̃vf(is, ·)‖2
L2

is(Σ,V−v)

ds

µ(v, is)
(8)

其中

µ(v, is)= cj,k(is)cj,k(−is)βj,l;k,m(is)βj,l;k,m(−is).

对于 s∈R, L2(X, V−v)在 U(1,n)下有不可约分解:

L2(X, V−v)∼=
∫ ∞

0

π̃is,v

ds

µ(v, is)
,

其中 π̃is,v 是 L2
is(Σ, V−v)的主序列表示.

证明 设 dz =((4πn+12−2n)/(n−1)!)A(t)dtdσ. 在式 (7)两端同时乘以
∫
Σ
|f(σ)|2dσ, 将式 (8)左边转化为

(n−1)!
4πn+12−2n

∫

X

|f(z)|2dx.

由恒等式

|F̂j,k(s)|2 =
∫ ∞

0

F (t)Ψj,k(t,s)A(t)dt

∫ ∞

0

F (t)Ψj,k(t,s)A(t)dt,

得到

1
2π

∫ ∞

0

|F̂j,k(s)|2 ds

|cj,k(is)|2
∫

Σ

|f(σ)|2dσ

=
1
2π

∫ ∞

0

∫ ∞

0

F (t)Ψj,k(t,s)A(t)dt

∫ ∞

0

F (t)Ψj,k(t,s)A(t)dt
ds

|cj,k(is)|2
∫

Σ

f(σ)f(σ)dσ.

结合 Φj,l;k,m(t,s)= βj,l;k,m(s)Ψj,k(t)及 Pv(s, t,σ)的定义可知

1
2π

∫ ∞

0

|F̂j,k(s)|2 ds

|cj,k(is)|2
∫

Σ

|f(σ)|2dσ =
1
2π

∫ ∞

0

‖P̃vf(is, ·)‖2
L2

is(Σ,V−v)

ds

µ(v, is)
.

由式 (4), 对于 η <−1, 令 z→
√
|η|z, 有

Fvf (ζ,s,ξ)=
∫

R
eiηζF (η,s,ξ)dη (9)

其中

F (η,s,ξ)= |η| is−n
2

∫

|z1|2−|z2|2−···−|zn+1|2=−1

|[z,ξ]|is−3n−2
f(

√
|η|z)dµ(z),
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dµ(z) 表示双曲测度. 由引理 4, 得 F (η,s,ξ) ∈ C∞(R)⊗̂C∞
s (Ξ, V−v). 设 (σ1,σ2) ∈ S2n−1× S1, 利用极坐标变换

z =(σ1 cosh t, σ2 sinh t), 有

dµ(z)=
4πn+12−2n

(n−1)!
A′(t)dtdσ,

其中 A′(t)= 22n cosh2n−1 tsinh t. 结合 f(z)= F (t)f(σ)以及 f(σ)的齐次性得到

F (η,s,ξ)=
4πn+12−2n

(n−1)!
|η| is−n

2 |η| is−3n−2
2

∫ ∞

0

F (t)
(∫

Σ

|[(σ1 cosh t, σ2 sinh t), ξ]|is−3n−2
f(σ)dσ

)
A′(t)dt,

由引理 7和定义 4, 可得

4πn+12−2n

(n−1)!
|η|is−2n−1f(ξ)

∫ ∞

0

F (t)Φj,l;k,m(t,s)A′(t)dt =
4πn+12−2n

(n−1)!
|η|is−2n−1P̃vf(s,

√
|η|ξ).

综合起来得到

F (η,s,ξ)=
4πn+12−2n

(n−1)!
|η|is−2n−1P̃vf(s,

√
|η|ξ).

对于任意的 f ∈C∞
c (C1+n, V−v)且支集在 {z ∈C1+n : [z, z]<−1}上, 得到下面恒等式

∫

C1+n

|f(z)|2|dz|2 =
∫ −1

−∞
|η|n+1

(∫

X−
|f(

√
|η|z)|2dµ(z)

)
dη.

进而

∫ −1

−∞
|η|n+1

(∫

X−
|f(

√
|η|z)|2dµ(z)

)
dη

=
∫ −1

−∞
|η|n+1

(
1
2π

∫ ∞

0

∫

Σ

|P̃vf(is,
√
|η|σ)|2dσ

ds

µ(v, is)

)
dη

=
1
2π

[
22n(n−1)!

4πn+1

]2 ∫ −1

−∞
|η|−3n−1

(∫ ∞

0

∫

Σ

|F (η, is,σ)|2dσ
ds

µ(v, is)

)
dη.

根据式 (3)以及
∫∞
1

1/(|η|3n+1)dη可积, 再结合式 (9)得

‖f‖2
L2(C1+n,V−v) =

1
(2π)2

∫ ∞

0

‖Fvf(·, is, ·)‖2

L2(R)⊗L2
is(Ξ,V−v)

ds

µ(v, is)
.

4 研究结果及展望

本文从经典的紧群表示理论出发对空间 L2(C1+n)进行了分解,再借助群 SL(2,R)×U(1,n)对空间 L2(C1+n,

V−v)进行谱分解:

L2 (C1+n,V−v)∼=
∫ ∞

0

π±is⊗ π̃is,vdµ(s).

该结果在某种程度上解决了文献 [14]中所提出的相关问题. 从技术层面上来说, 本文采用了 Fourier-Poisson变

换, 该变换在文献 [13,15]中均有涉及. 此外, 本文有诸多不足之处, 究其原因是振荡积分的定义有局限性, 这样

会导致对空间 L2(C1+n)分解不够彻底, 从而遗失离散序列表示的情形. 但对于群 SL(2,R)来说, 还可以考虑此

群在加权 Hilbert空间 L2(R,(1+x2)Rew dx)上对应的相关表示 (见注 2), 其中 w∈C. 这就会产生一系列问题,比

如 SL(2,R)的非酉主序列对应到 U(1,n)是什么表示? 该表示如何定义? 又如何精确地给出空间 L2(C1+n)的分

解? 即是否有更为精确的 Plancherel公式. 由于一大类 SL(2,R)的不可约酉表示的 Plancherel测度为 0, 它们不

会出现在 Plancherel公式中, 将来笔者会继续考虑非酉表示的相关问题.
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