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具有广义时滞的神经网络滞后同步分析∗
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摘 要：研究了具有广义时滞的神经网络滞后同步问题. 首先, 提出了一类包含离散时滞和比例时滞的一阶神经网络模

型. 其次, 通过对一阶神经网络设计反馈控制策略, 利用 Lyapunov泛函理论和 Barbalat引理, 给出了驱动-响应神经网

络的滞后同步条件. 最后, 通过 3个数值实例来验证理论结果的有效性.

关键词：神经网络; 广义时滞; 滞后同步; 线性反馈控制

DOI：10.13568/j.cnki.651094.651316. 2022.11.23.0004

中图分类号：O175.2；TP183 文献标识码：A 文章编号：2096-7675(2023)04-0414-08

引文格式：裴萍, 韩思雨, 卞继承, 黄达, 薛婷婷. 具有广义时滞的神经网络滞后同步分析[J]. 新疆大学学报(自然科学

版)(中英文), 2023, 40(4): 414-421+432.

英文引文格式：PEI Ping, HAN Siyu, BIAN Jicheng, HUANG Da, XUE Tingting. Lag synchronization analysis of

neural networks with generalized delay[J]. Journal of Xinjiang University(Natural Science Edition in Chinese and

English), 2023, 40(4): 414-421+432.

Lag Synchronization Analysis of Neural

Networks with Generalized Delay

PEI Ping, HAN Siyu, BIAN Jicheng, HUANG Da, XUE Tingting

(College of Mathematics and Science, Xinjiang Institute of Engineering, Urumqi Xinjiang 830023, China)

Abstract： The lag synchronization problem of a class of neural networks with generalized delays is studied.

Firstly, a class of first-order neural network models including discrete delays and proportional delays are proposed.

Secondly, by designing a feedback control strategy for the first-order neural system, using the Lyapunov functional

theory and the Barbarat lemma, the lag synchronization condition of the drive-response neural network is given.

Finally, three numerical examples are given to verify the validity of the theoretical results.
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0 引 言

人工神经网络是由大量神经元通过丰富的联接而构成的自适应非线性动态系统, 它具有非线性映射、分类

与识别和优化计算等特点. 近年来, 人工神经网络技术在全世界范围内逐步发展起来, 已被广泛应用于模式识

别、智能机器人、能源优化、决策支持、农业和经济等领域[1−4].

Pecora和 Carroll[5]首次提出了混沌同步的概念, 其基本思想是控制从系统, 使主系统和从系统的状态轨迹

最终完全相同. 混沌同步在安全通信、信息处理、生物系统和工程等领域得到了广泛的应用[6−8]. 对于时滞神经

网络, 已经提出了各种各样的同步类型, 如渐近同步[9]、指数同步[10−11]、投影同步[12−13]和滞后同步[14−15]等. 滞

后同步因其在图像加密和安全信息中的潜在应用[16−17]而受到越来越多的关注. 例如, 在信息传递的过程中, 发

射端的信号从发出到被接收存在一个时间延迟,所以接收机在 t+τ 时刻接收的信号可能是在 t时刻发送的信号.
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因此, 滞后同步意味着两个系统可以通过一个恒定的时滞 δ > 0[18]来实现同步. 目前, 关于神经网络滞后同步的

研究已有一些成果. 例如, 通过设计自适应控制策略研究了具有混合时滞的忆阻神经网络的渐近滞后同步、指

数滞后同步和有限时间滞后同步问题[19]. 在 Filippov框架理论下, 基于 Lyapunov函数导出了时滞忆阻神经网

络固定时间滞后同步的一些充分准则[20]. 利用线性矩阵不等式 (LMI)导出了混沌神经网络滞后同步的一些充

分条件[21]. 基于非分离方法, 研究了一类具有随机扰动的复值 BAM神经网络的固定时间和预定时间滞后同步

问题[22]. 因此, 研究神经网络的滞后同步问题具有重要的理论价值. 另一方面, 在神经网络的电路实现中, 时滞

的存在是不可避免的. 时滞可导致网络产生振荡、不稳定现象甚至混沌行为,因此, 研究时滞神经网络的动态行

为更有现实意义. 目前, 关于不同类型时滞的神经网络动力学行为被广泛研究, 例如离散时滞[23−24]、有界变时

滞[25−27]、分布时滞[28]和混合时滞[29]等, 而比例时滞[30−31]作为一类时变的无界时滞, 因其在星级物质中光的吸

收和非线性动力系统等领域中的广泛应用而备受关注. 尽管离散时滞和比例时滞在神经网络的动态分析中得到

了广泛的研究, 但综合考虑以上两类时滞以推广为一种更广义的时滞模型的研究相对较少.

鉴于以上分析, 本文考虑了一类包含离散时滞和比例时滞的广义时滞类型的神经网络模型, 构造了一个新

的 Lyapunov函数, 设计了一种反馈控制策略, 研究了离散时滞和比例时滞神经网络的滞后同步问题, 通过具体

实例验证了所得结果的正确性和有效性. 本文的创新点有以下两个方面:

1)本文提出了一种具有广义时滞类型的神经网络模型, 该模型成功地整合了离散时滞和比例时滞;

2)与现有模型相比[19,20,23], 本文提出的具有广义时滞的神经网络模型更一般, 建立的判定准则保守性更低.

1 模型描述及预备知识

考虑如下广义时滞的神经网络模型

dul(t)
dt

=−αlul(t)+
n∑

j=1

βljhj(uj(t))+
n∑

j=1

γljfj(uj(rlj(t)))+vl(t) (1)

其中: l ∈ ℵ= {1,2, · · · ,n}, ul(t)表示第 l个神经元在 t时刻的状态, αl > 0是常数, βlj 和 γlj 表示从第 j 个神经元

到第 l个神经元的连接权重, hj(uj(t))是第 j 个神经元在 t时刻的激活函数, fj(uj(rlj(t)))表示第 j 个神经元在

rlj(t)时刻的激活函数, 满足 fj(0) = 0, rlj(t)≤ t反映了在 t时刻第 j 个神经元到第 l个神经元的时滞, vl(t)是第

l个神经元的外部输入函数.

模型 (1)的初始条件为

ul(θ)= ξl(θ), θ∈ [−r,0],

其中: r =max
l,j∈ℵ

{|rlj(0)|}, ξl(θ)是有界连续函数.

若模型 (1)为驱动系统, 则响应系统为

dsl(t)
dt

=−αlsl(t)+
n∑

j=1

βljhj(sj(t))+
n∑

j=1

γljfj(sj(rlj(t)))+vl(t)+δl(t) (2)

其中: sl(t)为响应系统中第 l个神经元的状态, δl(t)是反馈控制器.

模型 (2)的初始条件为

sl(θ)= ξ̄l(θ), θ∈ [−r,0],

其中: r =max
l,j∈ℵ

{|rlj(0)|}, ξ̄l(θ)是有界连续函数.

令 wl(t)= sl(t)−ul(t−τ)是同步误差, 其中 τ > 0表示时滞.

由模型 (1)和模型 (2)可得误差系统为

dwl(t)
dt

=−αlwl(t)+
n∑

j=1

βljHj(wj(t))+
n∑

j=1

γljFj(wj(rlj(t)))+δl(t) (3)



416 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2023年

其中: Hj(wj(t))= hj(sj(t))−hj(uj(t−τ)),Fj(wj(rlj(t)))= fj(sj(rlj(t)))−fj(uj(rlj(t)−τ)), l, j ∈ℵ.

对于模型 (1), 我们引入以下定义和引理:

定义 1 w(t) = (w1,w2, · · · ,wn)T ∈ Rn 是一个 n维解向量, 且 w(t)满足 ‖w(t)‖= (
n∑

l=1

w2
l (t))

1/2, 如果误差系

统 (3)的通解是渐近稳定的, 即 lim
t→∞

‖s(t)−u(t−τ)‖2 =0成立, 则称神经网络模型 (1)和 (2)是滞后同步的.

引理 1[32] g(t)是定义在区间 [0,+∞)的函数,如果 g(t)一致连续且
∫ +∞
0

g(σ)dσ 存在且有界,则 lim
t→∞

g(t)= 0.

假设 1 对任意的 j ∈ℵ, 存在 kj > 0和mj > 0使得激活函数 hj(·)和 fj(·)满足

|hj(x)−hj(y)| ≤ kj |x−y|, |fj(x)−fj(y)| ≤mj |x−y|.

假设 2 对任意的 l, j ∈ℵ, rlj(0)≤ 0, 存在常数 rlj > 0使得

0 <rlj ≤ ṙlj(t)≤ 1.

假设 3 对任意的 l, j ∈ℵ, 使得
n∑

j=1

(−αl−ρl +
1
2
(kj |βlj |+kl|βjl|)+

1
2
(mj |γlj |+ 1

rjl

ml|γjl|))< 0.

注 1 从假设 2中可以得出

rlj(t)≤ rlj(0)+ t≤ t, l, j ∈ℵ,

这表明时间延迟不超过当前的时间.

注 2 与文献 [23-27,30-31] 相比, 模型 (1) 给出了更一般的时滞类型. 事实上, 如果令广义时滞 rlj(t) =

t−νlj(t), 且满足 0≤ νlj(t)≤ ν, 模型 (1)简化为下列具有离散变时滞的神经网络模型

dul(t)
dt

=−αlul(t)+
n∑

j=1

βljhj(uj(t))+
n∑

j=1

γljfj(uj(t−νlj(t)))+vl(t) (4)

此时, 假设 2简化为以下假设.

假设 4 对任意的 l, j ∈ℵ, 存在一个常数 νlj > 0 使得

ν̇lj(t)≤ νlj < 1.

此时 rlj =1−νlj .

注 3 如果广义时滞 rlj(t)= rljt, 0 <rlj < 1, 模型 (1)转化为如下具有比例时滞的神经网络模型

dul(t)
dt

=−αlul(t)+
n∑

j=1

βljhj(uj(t))+
n∑

j=1

γljfj(uj(rljt))+vl(t) (5)

显然, rlj = rlj . 因此, 传统的离散时滞和比例时滞[23−27,30−31]是本文时滞的特殊形式.

2 主要结论

为了使模型 (1)和模型 (2)达到滞后同步, 我们设计如下反馈控制策略

δl(t)=−ρlwl(t), l∈ℵ= {1,2, · · · ,n} (6)

其中: ρl > 0表示控制增益.

定理 1 如果假设 1,3成立, 在反馈控制策略 (6)下, 模型 (1)和模型 (2)达到滞后同步.

证明 构造如下的 Lyapunov 泛函

V (t)=
1
2

n∑
l=1

w2
l (t)+

1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

1
rlj

mj |γlj |
∫ t

rlj(t)

w2
j (θ)dθ.
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V (t) 沿误差系统 (3)的解求导可得

dV (t)
dt

=
n∑

l=1

wl(t)ẇl(t)+
1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

1
rlj

mj |γlj |(w2
j (t)−w2

j (rlj(t))ṙlj(t))

=
n∑

l=1

wl(t)
[−αlwl(t)+

n∑
j=1

βljHj(wj(t))+
n∑

j=1

γljFj(wj(rlj(t)))+δl(t)
]

+
1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

1
rlj

mj |γlj |(w2
j (t)−w2

j (rlj(t))ṙlj(t))

=−
n∑

l=1

αlw
2
l (t)+

n∑
l=1

n∑
j=1

βljwl(t)Hj(wj(t))+
n∑

l=1

n∑
j=1

γljwl(t)Fj(wj(rlj(t)))−
n∑

l=1

ρlw
2
l (t)

+
1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

1
rlj

mj |γlj |(w2
j (t)−w2

j (rlj(t))ṙlj(t))

≤−
n∑

l=1

αlw
2
l (t)+

n∑
l=1

n∑
j=1

|βljwl(t)Hj(wj(t))|+
n∑

l=1

n∑
j=1

|γljwl(t)Fj(wj(rlj(t)))|−
n∑

l=1

ρlw
2
l (t)

+
1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

1
rlj

mj |γlj |(w2
j (t)−w2

j (rlj(t))ṙlj(t)).

利用假设 1和假设 2可得

dV (t)
dt

≤−
n∑

l=1

(αl +ρl)w2
l (t)+

n∑
l=1

n∑
j=1

kj |βlj ||wl(t)||wj(t)|+
n∑

l=1

n∑
j=1

mj |γlj ||wl(t)||wj(rlj(t))|

+
1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

1
rlj

mj |γlj |w2
j (t)−

1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

mj |γlj |w2
j (rlj(t)) (7)

利用 AB≤ (1/2)(A2 +B2)有
n∑

l=1

n∑
j=1

kj |βlj ||wl(t)||wj(t)| ≤ 1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

kj |βlj |w2
l (t)+

1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

kl|βjl|w2
l (t) (8)

n∑
l=1

n∑
j=1

mj |γlj ||wl(t)||wj(rlj(t))| ≤ 1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

mj |γlj |w2
l (t)+

1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

mj |γlj |w2
j (rlj(t)) (9)

将式 (8)和式 (9)带入式 (7)可得

dV (t)
dt

≤ 1
2

n∑
l=1

n∑
j=1

{−αl−ρl +
1
2
(kj |βlj |+kl|βjl|)+

1
2
(mj |γlj |+ 1

rjl

ml|γjl|)}w2
l (t)

≤−1
2
P

n∑
l=1

w2
l (t) (10)

其中

P =
n∑

j=1

{−αl−ρl +
1
2
(kj |βlj |+kl|βjl|)+

1
2
(mj |γlj |+ 1

rjl

ml|γjl|)}.

对式 (10)从 0到 t积分,
∫ t

0

V̇ (θ)dθ≤−1
2
P

∫ t

0

n∑
l=1

w2
l (θ)dθ,

V (t)−V (0)≤−1
2
P

∫ t

0

n∑
l=1

w2
l (θ)dθ,
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从而
∫ t

0

n∑
l=1

w2
l (θ)dθ≤ 2V (0)

P
,

所以

lim
t→∞

∫ t

0

n∑
l=1

w2
l (θ)dθ≤ 2V (0)

P
<+∞,

由引理 1知

lim
t→∞

n∑
l=1

w2
l (t)= 0.

因此, 模型 (1)和模型 (2)是滞后同步的.

推论 1 在假设 1及假设 4下, 如果控制增益 ρl满足
n∑

j=1

(−αl−ρl +
1
2
(kj |βlj |+kl|βjl|)+

1
2
(mj |γlj |+ 1

1−νjl

ml|γjl|))< 0, l, j ∈ℵ

则具有离散变时滞的神经网络模型 (4)与其对应的响应系统在反馈控制策略 (6)下是滞后同步的.

推论 2 在假设 1和反馈控制策略 (6)下, 如果控制增益 ρl满足
n∑

j=1

(−αl−ρl +
1
2
(kj |βlj |+kl|βjl|)+

1
2
(mj |γlj |+ 1

rjl

ml|γjl|))< 0, l, j ∈ℵ

则具有比例时滞的神经网络模型 (5)与其对应的响应系统是滞后同步的.

3 数值模拟

例 1 考虑如下具有广义时滞的神经网络模型

dul(t)
dt

=−αlul(t)+
2∑

j=1

βljhj(uj(t))+
2∑

j=1

γljfj(uj(rlj(t)))+vl(t) (11)

其中: α1 =1, α2 =5, hj(x)= tanh(2x), gj(x)= cos(4x), j =1,2, rlj(t)= [t+(1−b)t2]/(1+ t), b =2/9,

B =(βlj)2×2 =

[
−1.1 0.2

1 1.72

]
,

Γ=(βlj )2×2 =

[
−0.9 3

−2.5 −2.2

]
.

通过数值模拟发现模型 (11)存在混沌吸引子, 如图 1所示, 初始条件为 u1 =−1, u2 =0.3.

对于任意的 l = 1,2, 取 k1 = k2 = m1 = m2 = 1, r11 = r12 = r21 = r22 = 7/9, ρ1 = 5,ρ2 = 7, 模型满足假设 1∼3.

基于定理 1, 模型 (11)是滞后同步的, 如图 2所示. 图 3∼4描述了模型 (11)在控制策略 (6)下的同步曲线.

例 2 考虑如下具有离散变时滞的神经网络模型

dul(t)
dt

=−αlul(t)+
2∑

j=1

βljhj(uj(t))+
2∑

j=1

γljfj(uj(t−νlj(t)))+vl(t) (12)

其中: α1 =1.5, α2 =1.74, hj(x)= tanh(2x), gj(x)= cos(4x), j =1,2, νlj(t)= et/(et +1),

B =(βlj)2×2 =

[
0.4 −1.1

3.3 −0.2

]
,

Γ=(βlj )2×2 =

[
−1.1 0.6

1.1 1.5

]
.

通过数值模拟发现模型 (12)存在混沌吸引子, 如图 5所示, 初始条件为 u1 =1, u2 =−0.3.
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图 1 模型 (11)的混沌行为 图 2 控制策略 (6)下同步误差 wl(t)的时间演化

图 3 u1(t)和 s1(t)的时间演化 图 4 u2(t)和 s2(t)的时间演化

图 5 模型 (12)的混沌行为 图 6 控制策略 (6)下同步误差 wl(t)的时间演化

对于任意的 l =1,2,取 k1 = k2 =m1 =m2 =1, ν11 = ν12 = ν21 = ν22 =1/4, ρ1 =4, ρ2 =6,模型满足假设 1和假

设 4. 基于推论 1, 模型 (12)是滞后同步的, 如图 6所示. 图 7∼8描述了模型 (12)在控制策略 (6)下的同步曲线.

例 3 考虑如下具有比例时滞的神经网络模型

dul(t)
dt

=−αlul(t)+
2∑

j=1

βljhj(uj(t))+
2∑

j=1

γljfj(uj(rljt))+vl(t) (13)

其中: α1 =9, α2 =5, hj(x)= tanh(2x), gj(x)= cos(4x), j =1,2, r11 = r12 = r21 = r22 =0.65,

B =(βlj)2×2 =

[
−1.2 1

−1 1.72

]
,
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Γ=(βlj )2×2 =

[
−0.81 3

−2.5 −2.2

]
.

图 7 u1(t)和 s1(t)的时间演化
图 8 u2(t)和 s2(t)的时间演化

通过数值模拟发现模型 (13)存在混沌吸引子, 如图 9所示, 初始条件为 u1 =−1, u2 =0.3.

对于任意的 l = 1,2, 取 k1 = k2 = m1 = m2 = 1, ρ1 = 14, ρ2 = 8, 模型满足假设 1. 基于推论 2, 模型 (13)是滞

后同步的, 如图 10所示. 图 11∼12描述了模型 (13)在控制策略 (6)下的同步曲线.

图 9 模型 (13)的混沌行为 图 10 控制策略 (6)下同步误差 wl(t)的时间演化

图 11 u1(t)和 s1(t)的时间演化 图 12 u2(t)和 s2(t)的时间演化
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4 结 论

本文对一类具有广义时滞的神经网络的滞后同步进行了研究, 通过设计一个反馈控制策略, 构造合适的

Lyapunov泛函, 得到了神经网络滞后同步的充分准则, 最后通过 3个实例对研究结果进行了验证. 与已有结果

相比[23−27,30−31], 本文提出了比离散时滞和比例时滞更一般的模型, 并且本文的模型包含了以上研究中的模型.

目前, 通过脉冲控制和非周期间歇控制来分析四元值神经网络的滞后同步技术相对较少, 这将是我们未来研究

的方向.
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