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Abstract： The formation of singularities in the classical solutions to the Aw-Rascle traffic flow system with

generalized Chaplygin gas is studied. By using the method of characteristic decomposition, we prove that the

density itself of the classical solutions of the Cauchy problem for the traffic flow model will blow up in finite time

when the initial data meets certain conditions. Additionally, this physical phenomenon is verified by numerical

simulation.
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0 引 言

本文研究 Aw-Rascle (AR)交通流方程组




ρt +(ρu)x =0

(ρ(u+p(ρ)))t +(ρu(u+p(ρ)))x =0
(1)

其中: u是速度, ρ是密度, p = p(ρ)表示交通压力.
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为了弥补 Daganzo[1]提出的二阶交通流模型的不足, Aw和 Rascle[2]建立了 AR模型, 此模型被广泛用于描

述交通阻塞、交通事故的形成及其它交通现象.此外, AR模型还是多车道交通流模型[3−4]和混合交通流模型[5]的

基础.

在不同的状态方程下, 方程组 (1)黎曼解的结构有不同的表现形式. 当状态方程为多方气体时, 方程组 (1)

是真正非线性且严格双曲的,其中 Aw和 Rascle[2]最早研究了其黎曼问题,并获得了包含真空的黎曼解. Sun[6−7]

分别考虑了当真空存在和真空不存在时一维交通流方程组波的相互作用. Shen和 Sun[8]研究了包含扰动初值的

交通流方程组, 随着压力的消失, 其黎曼解趋于输运方程组的狄拉克激波解和真空解.

本文分别考虑广义 Chaplygin气体状态方程

p =−Aρ−γ (2)

和

p =−εAρ−γ , lim
ε→0

p(ρ,ε)= 0 (3)

其中: A > 0和 0 < γ ≤ 1是常数. 当 A = 1和 γ = 1时, 该状态方程被称为 Chaplygin气体, 最早由 Chaplygin[9],

Tsien[10]和 Karman[11]引入. 之后, 为了更好地描述宇宙加速膨胀现象和完善 Chaplygin气体模型, 很多学者把

该模型推广到了广义 Chaplygin气体模型, 它是经典的暗能量模型[12−13].

近年来,关于Chaplygin气体和广义Chaplygin气体的黎曼问题已经有许多研究成果. Brenier[14]研究了一维

Chaplygin气体 Euler方程组的黎曼问题, 发现当黎曼初值满足一定条件时, 黎曼解中会出现狄拉克激波. Cheng

和Yang[15]研究了一维相对论Chaplygin气体Euler方程组的黎曼问题. Wang[16]构造了广义Chaplygin气体一维

交通流方程组的黎曼解,并证明了狄拉克激波解的存在性和唯一性. Chen和Qu[17]研究了三个常初值Chaplygin

气体二维黎曼问题. Serre[18] 研究了二维 Chaplygin气体 Euler方程组黎曼问题, 并得到了两种类型跨音速解的

存在性. 更多研究成果, 请参阅文献 [19-24].

众所周知, 对线性双曲方程组来说, 如果初值足够光滑, 那么其柯西问题在整个被定义的区域上一般存在

整体经典解. 但是, 对非线性双曲方程组来说, 不管初值多么光滑多么小, 其柯西问题只存在局部的经典解, 而

在有限时间内, 经典解的奇异性一定会发生. Lax[25] 给出了非线性双曲偏微分方程组解奇异性的发展. Pan 和

Zhu[26] 研究了一维全 Euler方程组奇异性的形成. Chen, Pan 和 Zhu[27] 得到了可压缩 Euler方程组奇异性的形

成. Athanasiou和 Zhu[28]研究了相对论 Euler方程组奇异性的形成.

基于以上的研究成果, 本文主要考虑方程组 (1)带有初值

(ρ,u)= (ρ0,u0(x)), x∈ (−∞,+∞) (4)

的解奇异性的形成, 其中: ρ0 是正常数.

u0(x)=





ua, x< a,

u(x), a≤x≤ b,

ub, x> b,

u(a) = ua, u(b) = ub, u′(a) = u′(b) = 0, 当 x∈ (a,b)时, u′(x) < 0.近来, Lai和 Zhu[29]研究了 Chaplygin气体可压缩

Euler方程组经典解奇异性的形成. 本文把文献 [29]的结果推广到 AR模型中, 将证明在有限时间内, 柯西问题

((1),(2),(4))和问题 ((1),(3),(4))经典解的密度会爆破, 见定理 1和 2.

本文用特征分解的方法证明定理 1和 2. Dai和 Zhang[30] 在研究压差方程组整体经典解的存在性时引进了

该方法. 此后, Li, Zhang和 Zheng[31]利用特征分解证明了 Courant和 Friedrichs[32]的一个著名的定理,即对于拟

定常等熵无旋可压缩 Euler方程组和绝热全 Euler方程组, 与常状态相邻的流动一定是简单波.
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1 方程组 (1)和 (2)奇异性的形成
1.1 特征方程和特征分解

把方程组 (1)和 (2)化简为 



ρt +uρx +ρux =0

ut +(u−Aγρ−γ)ux =0
(5)

其特征值为

λ1 =u, λ2 =u−γk,

对应的左特征向量为

`1 =(0,1), `2 =(−γkρ−1,1),

其中: k =Aρ−γ =−p(ρ). 用左特征向量 `i(i=1,2)左乘方程组 (5)得到特征方程




∂1(u−k)= 0

∂2u =0
(6)

其中: ∂1 := ∂t +u∂x, ∂2 := ∂t +(u−γk)∂x.

引理 1方程组 (5)中有以下交换关系

∂1∂2−∂2∂1 =
1−γ

γk
∂1k(∂1−∂2) (7)

证明由 ∂i(i=1,2)的定义得 ∂x =(∂1−∂2)/γk,所以

∂1∂2−∂2∂1

=(∂t +λ1∂x)(∂t +λ2∂x)−(∂t +λ2∂x)(∂t +λ1∂x)

=(∂1λ2−∂2λ1)∂x

=(∂1u−γ∂1k)∂x =
1−γ

γk
∂1k(∂1−∂2).

命题 1关于变量 k,我们有特征分解 



∂1∂2k =m∂2k

∂2∂1k =m∂1k
(8)

其中: m := (γ−1)/γk ∂1k.

证明由式 (7)作用于变量 u得

∂1∂2u−∂2∂1u =
1−γ

γk
∂1k(∂1u−∂2u),

又因为 ∂2u =0,所以

∂2∂1u =
γ−1
γk

∂1k∂1u,

由式 (6)知 ∂1k = ∂1u,因此

∂2∂1k =
γ−1
γk

(∂1k)2 (9)

由式 (7)作用于变量 k得

∂1∂2k−∂2∂1k =
1−γ

γk
∂1k(∂1k−∂2k),

把式 (9)代入上式得

∂1∂2k =
γ−1
γk

∂1k∂2k.

注记:由式 (6), (8)和 ∂x = (∂1−∂2)/γk知, 当初值是 C1光滑函数时, 在状态方程 (2)下, 方程组 (1)有整体

光滑解, 除非解在有限时间内发生爆破.
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1.2 奇异性的形成

受文献 [33]的启发, 利用特征方法可得到问题 ((1),(2),(4))经典解的局部存在性, 即存在一个足够小的时间

T > 0, 使得问题 ((1),(2),(4))在区域 Ω(T ) := {(x,t)|x∈ (−∞,+∞),0 <t <T}内有一个经典解.

引理 2假设在区域 Ω(T )内柯西问题 ((1),(2),(4))有一个经典解, 则解满足

ub≤u≤ua, ∂1k≤ 0, ∂2k≤ 0.

证明在区域 Ω(T )内, 由 ∂2u =0知

ub≤u≤ua.

由方程组 (5)的第一个方程得

kt = γkuρ−1ρx +γkux =−ukx +γkux,

因此, 在初始时刻有

∂1k = kt +ukx = γkux = γk0u
′
0(x)≤ 0,

∂2k = kt +(u−γk)kx = γkux−γkkx = γk0u
′
0(x)≤ 0,

其中: k0 =Aρ−γ
0 . 由方程组 (8)和 ∂1k |t=0≤ 0知, 在区域 Ω(T )内, 有

∂1k≤ 0.

由方程组 (8)和 ∂2k |t=0≤ 0知, 在区域 Ω(T )内, 有

∂2k≤ 0.

定理 1假设 ua−ub >k0, 则存在一个 (x∗, t∗)∈ (−∞,+∞)×(0,+∞),使得柯西问题 ((1),(2),(4))在区域 Ω(t∗)

内有一个经典解, 且解满足

lim
(x,t)→(x∗,t∗)

ρ(x,t)= +∞ (10)

证明令 Ca
1 :x=x1(t;a)和 Cb

1 :x=x1(t;b)分别由




dx1(t;a)

dt
=u(x1(t;a), t), t > 0

x1(0;a)= a
和





dx1(t;b)

dt
=u(x1(t;b), t), t > 0

x1(0;b)= b
(11)

来决定. 这里 Ca
1 和 Cb

1 是两条分别从点 (a,0)和点 (b,0)发出的轨迹线, 如图 1所示.

图 1 从 (a,0)和 (b,0)两点发出的轨迹线

由质量守恒知
d
dt

∫ x1(t;b)

x1(t;a)

ρ(x,t)dx=0 (12)
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沿着 Ca
1 对方程组 (6)的第一个方程积分得

u =ua +k−k0≥ua−k0 (13)

因此, 由式 (11)和 (13)知
dx1(t;a)

dt
=u(x1(t;a), t)≥ua−k0 (14)

沿着 Ca
1 对式 (14)积分, 有

x1(t;a)≥ a+(ua−k0)t, (t> 0) (15)

沿着 Cb
1 对方程组 (6)的第一个方程积分得

u =ub +k−k0≤ub (16)

因此, 由式 (11)和 (16)知
dx1(t;b)

dt
=u(x1(t;b), t)≤ub (17)

沿着 Cb
1 对式 (17)积分, 有

x1(t;b)≤ b+ubt, (t> 0) (18)

用式 (18)减去式 (15)得

x1(t;b)−x1(t;a)≤ b−a−(ua−ub−k0)t, (t> 0) (19)

所以, 存在 0 <t∗≤ (b−a)/(ua−ub−k0)使得

x2(t∗,a) <x1(t∗,a)= x1(t∗, b),

且当 0 <t < t∗时, 有

x2(t,a)<x1(t,a) <x1(t,b).

此外, 由式 (12)知 ∫ x1(t;b)

x1(t;a)

ρ(x,t)dx= ρ0(b−a),

再结合式 (19)得

max
x1(t;a)<x<x1(t;b)

ρ(x,t)≥ ρ0(b−a)
b−a−(ua−ub−k0)t

,

因此, 由假设 ua−ub−k0 > 0知, 存在 0 <t∗≤ (b−a)/(ua−ub−k0)和 x∗ ∈ (−∞,+∞)使得式 (10)成立.

1.3 数值模拟

本节将利用 Lax-Friedrichs格式的数值模拟来验证定理 1的正确性. 在数值实验中, A取值为 1, γ 取值为

1/2.下面给出两个例子.

例 1给定初值

(ρ,u)= (1,u0(x)), x∈ (−∞,+∞),

其中

u0(x)=





8, x < π
2
,

3sinx+5, π
2
≤x≤ 3π

2
,

2, x > 3π
2

.

数值结果如图 2所示, 存在一个 (x∗, t∗)∈ (5,6)×{0.5},使得柯西问题 ((1),(2),(4))经典解的密度发生爆破.
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图 2 当 t=0.5时问题 ((1),(2),(4))中 ρ和 u的值

例 2给定初值

(ρ,u)= (1,u0(x)), x∈ (−∞,+∞),

其中

u0(x)=





10, x < 2,

x3−9x2 +24x−10, 2≤x≤ 4,

6, x > 4.

数值结果如图 3所示, 存在一个 (x∗, t∗)∈ (8,9)×{0.7},使得柯西问题 ((1),(2),(4))经典解的密度发生爆破.

图 3 当 t=0.7时问题 ((1),(2),(4))中 ρ和 u的值

由例 1和例 2可知数值模拟结果与定理 1的结论一致.

2 方程组 (1)和 (3)奇异性的形成
2.1 特征方程和特征分解

把方程组 (1)和 (3)化简为 



ρt +uρx +ρux =0

ut +(u−εAγρ−γ)ux =0
(20)

其特征值为

λ̂1 =u, λ̂2 =u−εAγρ−γ ,

对应的左特征向量为
ˆ̀
1 =(0,1), ˆ̀

2 =(−εAγρ−γ−1,1).

用左特征向量 ˆ̀
i(i=1,2)左乘方程组 (20)得到特征方程





∂̂1(u−εAρ−γ)= 0

∂̂2u =0
(21)
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其中: ∂̂1 := ∂̂t +u∂̂x, ∂̂2 := ∂̂t +(u−εAγρ−γ)∂̂x.

引理 3方程组 (20)中有以下交换关系

∂̂1∂̂2− ∂̂2∂̂1 =(γ−1)ρ−1∂̂1ρ(∂̂1− ∂̂2) (22)

证明由 ∂̂i(i=1,2)的定义得 ∂̂x =(∂̂1− ∂̂2)/(εAγρ−γ),所以

∂̂1∂̂2− ∂̂2∂̂1

=(∂̂t + λ̂1∂̂x)(∂̂t + λ̂2∂̂x)−(∂̂t + λ̂2∂̂x)(∂̂t + λ̂1∂̂x)

=(∂̂1λ̂2− ∂̂2λ̂1)∂̂x

=∂̂1(u−εAγρ−γ)∂̂x =(γ−1)ρ−1∂̂1ρ(∂̂1− ∂̂2).

命题 2关于变量 ρ,我们有特征分解 



∂̂1∂̂2ρ =n1∂̂2ρ

∂̂2∂̂1ρ =n2∂̂1ρ
(23)

其中: n1 := 2ρ−1∂̂1ρ, n2 := (1−γ)ρ−1∂̂1ρ+(γ+1)ρ−1∂̂2ρ.

证明由式 (22)作用于变量 u得

∂̂1∂̂2u− ∂̂2∂̂1u =(γ−1)ρ−1∂̂1ρ(∂̂1u− ∂̂2u),

又因为 ∂̂2u =0,所以

∂̂2∂̂1u =(1−γ)ρ−1∂̂1ρ∂̂1u,

由方程组 (21)知

∂̂1u =−εAγρ−γ−1∂̂1ρ,

因此

∂̂2∂̂1ρ =(1−γ)ρ−1(∂̂1ρ)
2
+(γ+1)ρ−1∂̂1ρ∂̂2ρ (24)

由式 (22)作用于变量 ρ得

∂̂1∂̂2ρ− ∂̂2∂̂1ρ =(γ−1)ρ−1∂̂1ρ(∂̂1ρ− ∂̂2ρ),

把式 (24)代入上式得

∂̂1∂̂2ρ =2ρ−1∂̂1ρ∂̂2ρ.

2.2 奇异性的形成

利用特征方法也可得到柯西问题 ((1),(3),(4))经典解的局部存在性,即存在一个足够小的时间 T̂ > 0使得问

题 ((1),(3),(4))在区域 Ω̂(T̂ ) := {(x,t)|x∈ (−∞,+∞),0 <t < T̂}内有一个经典解.

引理 4假设在区域 Ω̂(T̂ )内柯西问题 ((1),(3),(4))有一个经典解, 则解满足

ub≤u≤ua, ∂̂1ρ≥ 0, ∂̂2ρ≥ 0.

证明在区域 Ω̂(T̂ )内, 由 ∂̂2u =0知

ub≤u≤ua.

由方程组 (20)的第一个方程得

ρt =−uρx−ρux,

因此, 在初始时刻有

∂̂1ρ = ρt +uρx =−ρux =−ρ0u
′
0(x)≥ 0,

∂̂2ρ = ρt +(u−εAγρ−γ)ρx =−ρux−εAγρ−γρx =−ρ0u
′
0(x)≥ 0.
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由方程组 (23)和 ∂̂1ρ |t=0≥ 0知, 在区域 Ω̂(T̂ )内, 有

∂̂1ρ≥ 0,

由方程组 (23)和 ∂̂2ρ |t=0≥ 0知, 在区域 Ω̂(T̂ )内, 有

∂̂2ρ≥ 0.

定理 2假设 ua−ub >εAρ−γ
0 ,则存在一个 (x̂∗, t̂∗)∈ (−∞,+∞)×(0,+∞),使得柯西问题 ((1),(3),(4))在 Ω̂(t̂∗)

内有一个经典解, 且解满足

lim
(x,t)→(x̂∗,t̂∗)

ρ(x,t)= +∞ (25)

证明令 Ĉa
1 :x=x1(t;a)和 Ĉb

1 :x=x1(t;b)分别由




dx1(t;a)

dt
=u(x1(t;a), t), t > 0

x1(0;a)= a
和





dx1(t;b)

dt
=u(x1(t;b), t), t > 0

x1(0;b)= b
(26)

来决定. 由质量守恒知
d
dt

∫ x2(t;b)

x1(t;a)

ρ(x,t)dx=0 (27)

沿着 Ĉa
1 对方程组 (21)的第一个方程积分得

u =ua +εAρ−γ−εAρ−γ
0 ≥ua−εAρ−γ

0 ,

再结合式 (26)有
dx1(t;a)

dt
=u(x1(t;a), t)≥ua−εAρ−γ

0 (28)

沿着 Ĉa
1 对式 (28)积分, 有

x1(t;a)≥ a+(ua−εAρ−γ
0 )t, (t> 0) (29)

沿着 Ĉb
1 对方程组 (21)的第一个方程积分得

u =ub +εAρ−γ−εAρ−γ
0 ≤ub (30)

所以, 由式 (26)和 (30)知
dx1(t;b)

dt
=u(x1(t;b), t)≤ub (31)

沿着 Ĉb
1 对式 (31)积分, 有

x1(t;b)≤ b+ubt, (t> 0) (32)

用式 (32)减去式 (29)得

x1(t;b)−x1(t;a)≤ b−a−(ua−ub−εAρ−γ
0 )t, (t> 0) (33)

由式 (27)知 ∫ x2(t;b)

x1(t;a)

ρ(x,t)dx= ρ0(b−a),

再结合式 (33)得

max
x1(t;a)<x<x1(t;b)

ρ(x,t)≥ ρ0(b−a)
b−a−(ua−ub−εAρ−γ

0 )t
,

因此, 由假设 ua−ub−εAρ−γ
0 > 0知, 存在 0 < t̂∗≤ (b−a)/(ua−ub−εAρ−γ

0 )和 x̂∗ ∈ (−∞,+∞)使得式 (25)成立.
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2.3 数值模拟

本节将利用 Lax-Friedrichs格式的数值模拟来验证定理 2的正确性. 在数值实验中, A取值为 1, γ 取值为

1/2, ε取值为 0.001.下面给出两个例子.

例 3给定初值

(ρ,u)= (1,u0(x)), x∈ (−∞,+∞),

其中

u0(x)=





8, x< 0,

2cosx+6, 0≤x≤π,

4, x> π.

数值结果如图 4所示, 存在一个 (x̂∗, t̂∗)∈ (7,8)×{1.0},使得柯西问题 ((1),(3),(4))经典解的密度发生爆破.

图 4 当 t=1.0时问题 ((1),(3),(4))中 ρ和 u的值

例 4给定初值

(ρ,u)= (1,u0(x)), x∈ (−∞,+∞),

其中

u0(x)=





7, x < 1,

x3−6x2 +9x+3, 1≤x≤ 3,

3, x > 3.

数值结果如图 5所示, 存在一个 (x̂∗, t̂∗)∈ (4,5)×{0.5},使得柯西问题 ((1),(3),(4))经典解的密度发生爆破.

图 5 当 t=0.5时问题 ((1),(3),(4))中 ρ和 u的值

由例 3和例 4可知数值模拟结果与定理 2的结论一致.
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