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摘 要：给定 n 个顶点的图 G, 对于满足
k∑

i=1

ni = n 的任意一个正整数序列 (n1,n2, · · · ,nk), 如果都存在顶点集 V (G)

的划分 (V1,V2, · · · ,Vk), 满足 Vi 导出的子图 G[Vi] 是连通的, 并且 |Vi|= ni, 其中 1≤ i≤ k, 则称图 G 是任意可分图

(简称为 AP). 两个图 G 和 H 的字典积图记为 G◦H, 其顶点集为 V (G)×V (H), (g,h)(g′,h′) 是 G◦H 的一条边当且

仅当 gg′ ∈E(G) 或者 g = g′ 且 hh′ ∈E(H). 讨论了可迹图和任意可分图的字典积图的任意可分性, 证明了对于最大度

至多为 n+1 的树 T , 如果 T 有一条路 P 满足全部度数为 4(T ) 的顶点属于顶点集 V (P ), 则字典积图 T ◦Pn 是任意

可分图; 如果 G 是一个可迹图且 H 是任意可分图, 则图 G◦H 是任意可分图; 如果 G = S(2,a,b) 是一个满足 2≤ a≤ b

的任意可分星型树, 则图 G◦G 是任意可分图; 如果 G 是哈密顿图且 H 是一个图, 则 G◦H 是任意可分图.
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Abstract： An n-vertex graph G is said to be arbitrarily partitionable (AP, for short), if for any sequence

(n1,n2, · · · ,nk) of positive integers such that
k∑

i=1

ni = n, there exists a partition (V1,V2, · · · ,Vk) of vertex set V (G)

such that the subgraph G[Vi] induced by Vi is connected and |Vi|= ni for each 1≤ i≤ k. The lexicographic product

of two graphs G and H, denoted by G◦H, has vertex set V (G)×V (H) in which (g,h)(g′,h′) is an edge whenever

gg′ is an edge in G or g = g′ and hh′ is an edge in H. In this paper, we mainly discuss the arbitrary partitionability

of the lexicographic product of traceable graph and AP graph. We prove that for a tree T of maximum degree at

most n+1, if T has a path P such that all the vertices of degree 4(T ) are in V (P ), then the lexicographic product

graph T ◦Pn is AP; if G is a traceable graph and H is an AP graph, then G◦H is AP; if G = S(2,a,b) is an AP

star-like tree with 2≤ a≤ b, then G◦G is AP; if G is Hamiltonian, H is a graph, then G◦H is AP.

Key words：arbitrary partition ability of graphs; lexicographic product of graphs; star-like trees; traceable graphs

0 引 言

设 G =(V,E) 是简单的、无向的、n 个顶点的图. 如果序列 τ =(n1,n2, · · · , nk) 满足
k∑

i=1

ni =n, 则称序列 τ
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在图 G 中是可允许的. 对于图 G 的一个可允许序列 τ = (n1,n2, · · · ,nk), 如果存在顶点集 V (G) 的一个划分

(V1,V2, · · · ,Vk), 满足 Vi 导出的子图 G[Vi] 是连通的, 并且 |Vi|= ni 对于所有的 1≤ i≤ k 成立, 则称序列 τ 是在

图 G 中可实现的. 如果图 G 的每个可允许序列在图 G 中可实现, 则我们把图 G 称为任意可分图 (简称为 AP

图或 AVD 图). 显然, 每个任意可分图必是连通的.

任意可分图的研究为平行系统如并行计算机、工作站的网络管理和设计提供理论支持, 也是目前国际上非

常活跃的领域, 但它是一个比较年轻的方向, 还有很多问题值得去研究和挖掘.

两个顶点不交的图 G 和 H 的并记为 G ∪H, 其顶点集和边集分别为 V (G1 ∪G2) = V (G1) ∪ V (G2) 和

E(G1∪G2)= E(G1)∪E(G2).

两个图 G 和 H 的字典积图记为 G◦H, 其顶点集为 V (G)×V (H), (g,h)(g′,h′) 是 G◦H 的一条边当且仅当

gg′ ∈E(G) 或者 g = g′ 且 hh′ ∈E(H). 图 1 给出 3K2◦P3、P4◦2K2 和 P4◦(K1∪K2), 图 3K2◦P3 是不连通的, 图

P4 ◦2K2 和 P4 ◦ (K1∪K2) 是连通的. 由图 1 可知, 当图 G 不连通时, 图 G◦H 也不连通, 没必要讨论任意可分

性. 因此, 本文讨论的图 G 都是连通图.

图 1 图的字典积

任意可分图的一个重要研究方向是与经典问题哈密顿路和完美匹配相结合.含有哈密顿路的图一定是任意

可分图, 即可迹图必是任意可分图 (哈密顿路是指图中一条经过所有顶点且只经过一次的路; 如果图 G 含有哈

密顿路, 则此图称为可迹图); 任意可分图一定有完美匹配或几乎完美匹配, 因此一个图含有完美匹配或几乎完

美匹配的必要条件是一个图是任意可分图的必要条件. 受到广泛关注的是著名的 Ore 定理, 主要是将 Ore 条件

变弱, 并结合独立数或完美匹配得出一些结论[1−3]. Horn̆ák 等[4]证明了对于一个顶点数至少为 20 的连通图 G,

如果图 G 有完美匹配或几乎完美匹配, 并且任意两个不相邻的顶点度数之和至少为 n−5, 则图 G 是任意可分

图. Liu 等[2]认为如果图 G 是一个 2K2-free 图且 ω(G) = 2, 则图 G 是任意可分图当且仅当图 G 含有完美匹配

或几乎完美匹配. Marczyk[3] 结合独立数得到了任意可分图相关的结论: 如果图 G 连通, 对于任意不相邻的顶

点 x, y ∈V (G) 满足 dG(x)+dG(y)≥n−2 且 α(G)≤dn/2e, 则图 G 是任意可分图.

本文主要研究字典积图的任意可分性. 分别讨论了树 T 和路 Pn、可迹图和任意可分图、圈 Cn 和树 T 的

字典积图的任意可分性.

1 树和路的字典积图

假设 T 是树. 对于任一顶点 u∈V (T ), d(u) 表示 u 的度数. 点 u 和 v 在树 T 的距离记作 dT (u,v), 表示在

T 中 u 到 v 的最短路的长度.

为了后面证明方便, 下面介绍一个新的图类.

两个图 G 和 H 的笛卡儿积记为 G¤H, 其顶点集 V (G)×V (H), G¤H 的两个顶点 (g,h), (g′,h′) 相邻当且

仅当 g = g′ 且 hh′ ∈E(H) 或者 h =h′ 且 gg′ ∈E(G).

设 V (G) 与 V (H) 分别是两个图 G 与 H 的顶点集. 如果在 V (G) 与 V (H) 的顶点之间存在一个 1−1 对

应, 使得在图 G 中 V (G) 的任意两顶点 (可以相同) 之间恰好有 k 条边, 当且仅当在图 H 中 V (H) 的两对应顶

点 (可以相同) 之间恰好有 k 条边, 这里 k 是非负整数, 那么称图 G 与图 H 同构, 记作 G∼=H.
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定理 1 对于一个整数 n≥ 3 和最大度为 4(T )≤n+1 的树 T , 如果 T 有一条包含所有度数为 4(T ) 的顶点

的路, 则 T ◦Pn 是可迹图.

证明 假设 P ∗ = u0u1u2 · · ·ut 是 T 中包含所有最大度点的最长路. 显然, d(u0) = d(ut) = 1, d(ui) ≤ n 对于

ui ∈ V (T )\V (P ∗). 为了方便, 记 V (P ∗) = V0. 令 s = max{dT (V0,v) : v ∈ V (T )\V0}. 假设 Vi = {v|dT (v,V0) = i, v ∈
V (T )\V0}, 其中 1≤ i≤ s. 因为 T 是树且 T [V0] 是连通的, 对于每个 i≥ 1, Vi 是一个独立集. 假设 Ti = T [

i⋃
j=0

Vj ],

0≤ i≤ s, 得 Ts
∼=T 且当 i≥ j 时 Tj ◦Pn 是 Ti ◦Pn 的子图. 下面构造 T ◦Pn 的一个哈密顿路.

步骤 1 因为 V0 = {u0,u1,u2, · · · ,ut}, T0 =T [V0] 且 T0¤Pn 是 T0◦Pn 的生成子图, 所以在 T0◦Pn 中找一条哈

密顿路 P0 如下:

当 t 是偶数时, P0 =u1
0u

2
0 · · ·un−1

0 un
0 un

1un−1
1 · · ·u2

1u
1
1 u1

2u
2
2 · · ·un−1

2 un
2un

3un−1
3 · · ·u2

t−1u
1
t−1 u1

tu
2
t · · ·un−1

t un
t .

当 t 是奇数时, P0 =u1
0u

2
0 · · ·un−1

0 un
0 un

1un−1
1 · · ·u2

1u
1
1 u1

2u
2
2 · · ·un−1

2 un
2un

3un−1
3 · · ·un−1

t−1 un
t−1 un

t un−1
t · · ·u2

tu
1
t .

步骤 2 将 T0 ◦Pn 中的哈密顿路 P0 扩大到 T1 ◦Pn 中的哈密顿路 P1, 其中 T1 = T [V0 ∪ V1]. 假设 V1 =⋃
0≤i≤t

{ui1,ui2, · · · ,uili}是 ui (0≤ i≤ t)的不在 V0中的全部邻点. 显然, l0 = lt =0且 d(ui)= li+2≤n+1(1≤ i≤ t−1),

故 li +1≤ n. 对任意 1≤ i≤ t−1, 将 T0 ◦Pn 中的路 P0 中的一部分 u1
i u

2
i · · ·un−1

i un
i 或者 un

i un−1
i · · ·u2

i u
1
i 替换到

T1 ◦Pn 中的路 P1i, 它的顶点集包含顶点 u1
i ,u

2
i , · · · ,un−1

i ,un
i 和它们在 V1 中的全部邻点.

如果这部分路为 u1
i u

2
i · · ·un−1

i un
i , 则当 li = 0 时 P1i = u1

i u
2
i · · ·un−1

i un
i , 当 li ≥ 1 时, P1i = u1

i u
1
i1u

2
i1 · · ·

un−1
i1 un

i1u
2
i u

1
i2u

2
i2 · · ·un−1

i2 un
i2u

3
i · · ·uli

i u1
ili

u2
ili
· · ·un−1

ili
un

ili
uli+1

i uli+2
i · · ·un

i . 因为 li +1≤ n, 总能得到路 P1i. 如图 2 上图

所示.

如果这部分路为 un
i un−1

i · · ·u2
i u

1
i , 则当 li = 0 时 P1i = un

i un−1
i · · ·u2

i u
1
i , 当 li ≥ 1 时, P1i = un

i un
i1u

n−1
i1 · · · u2

i1u
1
i1

un−1
i un

i2u
n−1
i2 · · ·u2

i2u
1
i2u

n−2
i · · ·un−li+1

i un
ili

un−1
ili

· · ·u2
ili

u1
ili

un−li
i un−li−1

i · · ·u1
i . 如图 2 下图所示.

图 2 将 T0 ◦Pn 中的哈密顿路扩大到 T1 ◦Pn 中 (有些边省略)

综上可得 P1 =P10P11P12 · · ·P1(t−1)P1t 是 T1 ◦Pn 中的哈密顿路.

步骤 3 将 T1 ◦ Pn 中的哈密顿路 P1 扩大到 T2 ◦ Pn 中的哈密顿路 P2, 其中 T2 = T [V0 ∪ V1 ∪ V2]. 假设

uim1,uim2, · · · ,uimhm
是顶点 uim 在 V2 中的全部邻点, 其中 uim 是 V1 中的顶点. 显然, d(uim)= hm+1≤n. 对于

每个 m ∈ {1,2, · · · , li}, 将 T1 ◦Pn 中的路 P1 的一部分 u1
imu2

im · · ·un−1
im un

im 或者 un
imun−1

im · · ·u2
imu1

im 替换到 T2 ◦Pn

中的路 P2im, 它的顶点集包含顶点 u1
im,u2

im, · · · ,un−1
im ,un

im 和它们在 V2 中的全部邻点.

如果这部分路为 u1
imu2

im · · ·un−1
im un

im, 则当 hm = 0 时 P2im = u1
imu2

im · · ·un−1
im un

im, 当 hm ≥ 1 时, P2im =

u1
imu1

im1u
2
im1 · · ·un−1

im1 un
im1u

2
imu1

im2u
2
im2· · ·un−1

im2 un
im2u

3
im · · ·uhm

im u1
imhm

u2
imhm

· · ·un−1
imhm

un
imhm

uhm+1
im uhm+2

im · · ·un
im.
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如果这部分路为 un
imun−1

im · · ·u2
imu1

im, 则当 hm = 0 时 P2im = un
imun−1

im · · ·u2
imu1

im, 当 hm ≥ 1 时, P2im =

un
imun

im1u
n−1
im1 · · ·u2

im1u
1
im1u

n−1
im un

im2u
n−1
im2 · · ·u2

im2u
1
im2u

n−2
im · · ·un−hm+1

im un
imhm

un−1
imhm

· · ·u2
imhm

u1
imhm

un−hm
im un−hm−1

im · · ·u1
im.

故可以得到 P2 =P10P211P212 · · ·P21l1P221P222 · · ·P22l2P231 · · ·P2(t−1)1P2(t−1)2 · · ·P2(t−1)lt−1 P1t 是 T2◦Pn 的一条

哈密顿路.

对于 i= {0,1,2, · · · ,s} 不停地重复步骤 3, 我们总能得到图 T ◦Pn 的哈密顿路. 因此, T ◦Pn 是可迹图.

推论 1 假设 G 是连通图, 且 H 是阶为 n 的可迹图. 如果图 G 有最大度至多为 n+1 的生成树 T , 且 T 有

一条包含全部度数为 4(T ) 的顶点的路, 则 G◦H 是任意可分图.

树 T 被称为毛毛虫树, 如果 T 中度数至少为 2 的两个顶点导出一条路.

字典积图有结合律 (即 (G◦H)◦K ∼= G◦ (H ◦K)), 但没有交换律 (即 G◦H �G◦H). 如果 T ′ 是毛毛虫树,

则 Pn ◦T ′�T ′ ◦Pn. 下面主要讨论图 Pn ◦T ′ 的任意可分性.

命题 1 如果 T ′ 是毛毛虫树且 n≥ 2 是偶数, 则 Pn ◦T ′ 是可迹图.

证明假设 P ∗ =u0u1u2 · · ·ut 是 T ′ 中的一条路,且 P ∗ 包含 T ′ 中度数至少为 2的全部顶点. 记 Pn = v1v2 · · ·
vn−1vn 且 Pn ◦P ∗ 中的顶点记为 vj

i (1≤ i≤ n, 0≤ j ≤ t). 显然, d(u0) = d(ut) = 1, 且对于 ui ∈ V (T ′)\V (P ∗) 有

d(ui)= 1. 为了方便, 记 V (P ∗)= V0, V1 =V (T ′)\V0. T ′[V0] 是连通的, V1 是个独立集且 Pn◦T ′0 是 Pn◦T ′ 的子图,

其中 T ′0
∼=P ∗. 按如下方式可以找到图 Pn ◦T ′ 中的哈密顿路.

步骤 1 因为 V0 = {u0,u1,u2, · · · ,ut}, 且 Pn¤T ′0 是 Pn ◦T ′0 的一个生成子图, 故总能得到 Pn ◦T ′0 中的哈密顿

路 P0 如下:

当 t 是偶数时, P0 = v0
1v

0
2 · · ·v0

n−1v
0
n v1

nv1
n−1 · · ·v1

2v
1
1 v2

1v
2
2 · · ·v2

n−1v
2
n v3

n v3
n−1 · · ·vt−1

2 vt−1
1 vt

1v
t
2 · · ·vt

n−1v
t
n.

当 t 是奇数时, P0 = v0
1v

0
2 · · ·v0

n−1v
0
n v1

nv1
n−1 · · ·v1

2v
1
1 v2

1v
2
2 · · ·v2

n−1v
2
n v3

n v3
n−1 · · ·vt−1

n−1v
t−1
n vt

nvt
n−1 · · ·vt

2v
t
1.

步骤 2 将 Pn ◦T ′0 中的哈密顿路 P0 扩大到 Pn ◦T ′ 中的哈密顿路 P . 假设 V1 =
⋃

0<i<t

{ui1,ui2, · · · ,uili} 是
ui (0 < i < t) 的不在 V0 中的全部邻点. 显然, 当 1 ≤ i ≤ t− 1 时 d(ui) = li + 2. 对于每个 1 ≤ i ≤ t− 1, 将

Pn ◦T ′0 中的路 P0 的一部分 vi
1v

i
2 · · ·vi

n−1v
i
n 或者 vi

nvi
n−1 · · ·vi

2v
i
1 替换到 Pn ◦T ′ 中的路 P1i, 它的顶点集包含顶点

vi
1, vi

2, · · · ,vi
n−1, vi

n 和它们在 V1 中的全部邻点.

如果这部分路为 vi
1v

i
2 · · ·vi

n−1v
i
n (或者 vi

nvi
n−1 · · ·vi

2v
i
1), 则当 i = 0, t 时 P1i = vi

1v
i
2 · · ·vi

n−1v
i
n (或者 P1i =

vi
nvi

n−1 · · ·vi
2v

i
1), 当 li≥ 1 时, P1i = vi

1v
i1
1 vi1

2 vi2
1 vi2

2 vi3
1 · · ·vili−1

1 vili−1
2 vili

1 vili
2 vi

2v
i1
3 vi1

4 vi2
3 vi2

4 vi3
3 · · ·vili−1

3 vili−1
4 vili

3 vili
4 vi

3v
i
4v

i1
5

· · ·vi
n−2v

i1
n−1v

i1
n vi2

n−1v
i2
n vi3

n−1 · · ·vili−1
n−1 vili−1

n vili
n−1v

ili
n vi

n−1v
i
n (路 P1i 可以以顶点 vi

n 作为起点, 以 vi
1 作为终点), 如图 3

左图所示.

图 3 Pn ◦K1,li (n 是偶数) 且 Pn ◦K1,4 (n 是奇数) (有些边省略)

故可以得到 P =P10P11P12 · · ·P1(t−1)P1t 是 Pn ◦T ′ 中的一条哈密顿路. 因此, Pn ◦T ′ 是可迹图.

命题 2 如果 T ′ 是满足 4(T ′)≤ 6 的毛毛虫树且 n≥ 3 是奇数, 则 Pn ◦T ′ 是可迹图.

证明跟命题 1 类似, 只需将步骤 2 中的路 P1i 替换为图 3 右图的粗线即可.
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2 可迹图和任意可分图的字典积图

设 G 是 n 个顶点的可迹图, H 是 m 个顶点的任意可分图. 在这一节, 图 G 中的哈密顿路记为 P =

u1u2 · · ·un−1un, 图 H 中的顶点记为 v1,v2, · · · ,vm−1,vm, 字典积图 G◦H 的顶点 (ui,vj) 记为 uj
i .

猜想 1[5] 设 G 是可迹图且 H 是任意可分图, 则 G¤H 是任意可分图.

本文证明这个猜想的字典积图形式.

定理 2 设 G 是可迹图且 H 是任意可分图, 则 G◦H 是哈密顿图.

证明 因为 H 是一个任意可分图, 所以当 |V (H)| 是偶数 (或者奇数) 时, H 有完美匹配 (或者几乎完美匹

配). 为了方便, 我们用 K2∪K2∪·· ·∪K2︸ ︷︷ ︸
|V (H)|/2

或者 K1∪K2∪K2∪·· ·∪K2︸ ︷︷ ︸
(|V (H)|−1)/2

来记. 显然, 图 G¤K2 是 G◦K2 的生成子

图, 故 G◦K2 有哈密顿圈 C =u1
1u

1
2 · · ·u1

n−1u
1
nu2

nu2
n−1 · · ·u2

2u
2
1u

1
1.

如果 |V (H)|是偶数, 图 G◦H 中有 |V (H)|/2个 (G◦K2), 即在 G◦H 中有 |V (H)|/2个圈 C, 由字典积图的

定义可知, u2t
1 u2t+1

2 , u2t
2 u2t+1

1 ∈E(G◦H), t =1,2, · · · , |V (H)|/2−1. 故边 u2t
1 u2t

2 和 u2t+1
1 u2t+1

2 替换掉边 u2t
1 u2t+1

2 和

u2t
2 u2t+1

1 可得经过全部顶点的圈, 如图 1 中的中间图所示.

如果 |V (H)| 是奇数, 图 G◦H 有一个 K1 和 (|V (H)|−1)/2 个 (G◦K2), 且 G◦ (K1∪K2) 有哈密顿圈 C ′ =

u1
1u

2
2u

1
3u

1
4 · · ·u1

n−1u
1
nu2

n−1u
2
nu3

nu3
n−1u

2
n−2u

3
n−2u

2
n−3u

3
n−3 · · ·u3

3u
3
2u

3
1u

2
1u

1
2u

1
1,如图 1右图所示. 易知,前 (|V (H)|−1)/2−1

个圈 C 合并得到一个圈 C ′′. 故 C ′∪C ′′∪{u3
1u

4
2}∪{u3

2u
4
1}−{u3

1u
3
2, u4

1u
4
2} 是图 G◦H 的一个哈密顿圈.

推论 2 如果 G 是可迹图且 H1, H2, · · · ,Ht 是任意可分图, 则 G◦(H1∪H2∪·· ·∪Ht) 是哈密顿图.

证明 设 |V (Hk)|= mk (1≤ k≤ t) 且图 Hk 的顶点记为 vk1, vk2, · · · ,vkmk
. 由定理 2 可知, 图 G◦Hk 是哈密

顿图且 ukmk
1 u(k+1)1

2 , ukmk
2 u(k+1)1

1 ∈E (G◦(H1∪H2∪·· ·∪Ht)). 故它们可得到经过全部顶点的圈.

因此, 图 G◦(H1∪H2∪·· ·∪Ht) 是哈密顿图.

如果图 T 是一个同构于星 K1,q 的树, 则树 T 称为星型树. 本文用 S(2,a,b) 来表示星型树, 其中 2≤ a≤ b,

如图 4 左图所示. 请注意, 这个星型树的顶点数为 a+b.

图 4 星型树 S(2,a,b) 和 K1,2 ◦K1,2 (有些边省略)

Barth 等[6]和 Horn̆ák 等[4] 发现了关于星型树性质的第一个结果.

命题 3设 S(2,a,b)是 2≤ a≤ b的星型树,则 S(2,a,b)是任意可分图当且仅当 a和 b互素.此外,图 S(2,a,b)

中可允许但不可实现的序列形式为 (dk)= (d,d, · · · ,d︸ ︷︷ ︸
k

), 其中 a≡ b≡ 0 (mod d) 且 d> 1.

定理 3 如果 G =S(2,a,b) 是 2≤ a≤ b 的任意可分星型树, 则图 G◦G 是任意可分图.

证明 因为 S(2,a,b) 是任意可分星型树, 则 a 和 b 互素. 假设 V (G) = {v0,v11,v21,v22, · · · ,v2(a−1),v31,

v32, · · · ,v3(b−1)} 且图 G◦G 的顶点记为 vj
i , 对于任意 i, j ∈{0,11,21,22, · · · , 2(a−1),31,32, · · · ,3(b−1)}.

如果 a 和 b 中的一个为 2, 不妨设 a=2. 假设 P 是图 G 中的一条路, |V (P )|= b−1, 且 V (G)\V (P )= K1,2.

图 G◦G 可分成三个部分: G◦P , P ◦K1,2 和 K1,2 ◦K1,2.

由定理 1可知,图 G◦P 有以 v31
11 为起点且以 v31

3(b−1) 为终点的哈密顿路. 由命题 1或命题 2可知,图 P ◦K1,2

有以 v0
3(b−1) 为起点且以 v0

31 为终点的哈密顿路. 图 K1,2 ◦K1,2 有哈密顿路 v21
0 v21

21v
0
21v

11
21v

11
0 v21

11v
0
11v

11
11v

0
0 , 如图 4 右

图所示. 因为 v0
3(b−1)v

31
3(b−1),v

0
31v

21
0 ∈E(G◦G), 故能得到图 G◦G 的一条哈密顿路.

如果 a,b≥ 3, 可假设 P1 和 P2 是图 G 中的两条路, |V (P1)|= a−1, |V (P2)|= b−1, V (G)\V (P2) = Pa+1 且

V (G)\(V (P1)∪V (P2))= K2. 图 G◦G 可分成四部分: G◦P2, P2 ◦Pa+1, P1 ◦Pa+1 和 K2 ◦Pa+1.
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由定理 1 可知, 图 G ◦P 有以 v31
11 为起点且以 v31

3(b−1) 为终点的哈密顿路. 图 P2 ◦Pa+1 和 P1 ◦Pa+1 分

别有以 v0
3(b−1) 和 v2(a−1)

21 为起点且以 v0
31 和 v0

21 为终点的哈密顿路. 图 (K2 ◦ Pa+1)\{v2(a−1)
0 } 有哈密顿路

v2(a−2)
0 v2(a−1)

11 v2(a−2)
11 v2(a−3)

0 v2(a−3)
11 · · ·v22

0 v22
11v

21
11v

21
0 v11

11v
11
0 v0

11v
0
0 . 因为 v0

3(b−1)v
31
3(b−1),v

0
31v

2(a−1)
0 ,v2(a−1)

0 v2(a−1)
21 , v0

21v
2(a−2)
0 ∈

E(G◦G), 故能得到图 G◦G 的一条哈密顿路.

因此, 图 G◦G 是可迹图, 从而是任意可分图.

猜想 2 设 H 和 G 是任意可分图, 则 G◦H 是任意可分图.

3 圈和树的字典积图

定理 4[1] 设 G 是 4(G)≤n 的连通图, 则笛卡儿积图 G¤Cn 是哈密顿图.

定理 5[7] 设 T 是 4(T )≤n+1的树且正整数 n≥ 3. 如果树 T 中的一条路包含全部度数为 n+1的顶点, 则

T¤Cn 是可迹图.

定理 6 如果树 T 有一条包含全部度数为 4(T ) 的顶点的路, 则 Cn ◦T 是可迹图.

证明因为笛卡儿积图有交换律 (G¤H ∼=H¤G), 且 G¤H ⊆G◦H. 故由定理 5可知, 只需证明 4(T )≥n+2

的情况. 假设 P ∗ = u0u1u2 · · ·ut 是树 T 中的包含全部最大度点的路, Cn = v1v2 · · ·vn−1vnv1 且图 Cn ◦P ∗ 中的顶

点记为 vj
i (1≤ i≤ n, 0≤ j ≤ t). 显然, 当 ui ∈ V (T )\V (P ∗) 时 d(u0) = d(ut) = 1, d(ui)≤4(T )−1. 为了方便, 记

V (P ∗) = V0. 设 s = max{dT (V0,v) : v ∈ V (T )\V0}, Vi = {v|dT (v,V0) = i, v ∈ V (T )\V0} 对任意 1≤ i≤ s. 因为 T

是树且 T [V0] 是连通的, 对于每个 i≥ 1, Vi 是独立集. 设 Ti = T [
⋃

0≤j≤i

Vj ] (0≤ i≤ s), Ts
∼= T 且 Cn ◦Tj 是 Cn ◦Ti

(i≥ j) 的一个子图. 总能找到图 Cn ◦T 中的哈密顿路.

步骤 1因为 V0 = {u0,u1,u2, · · · ,ut}, T0 =T [V0]且 Cn¤T0 是 Cn◦T0 的一个生成子图,故总能得到 Cn◦T0 中

的哈密顿路 P0 如下:

当 t 是偶数时, P0 = v0
1v

0
2 · · ·v0

n−1v
0
n v1

nv1
n−1 · · ·v1

2v
1
1 v2

1v
2
2 · · ·v2

n−1v
2
n v3

nv3
n−1 · · ·vt−1

2 vt−1
1 vt

1v
t
2 · · ·vt

n−1v
t
n.

当 t 是奇数时, P0 = v0
1v

0
2 · · ·v0

n−1v
0
n v1

nv1
n−1 · · ·v1

2v
1
1 v2

1v
2
2 · · ·v2

n−1v
2
n v3

nv3
n−1 · · ·vt−1

n−1v
t−1
n vt

nvt
n−1 · · ·vt

2v
t
1.

步骤 2 将 Cn ◦ T0 中的哈密顿路 P0 扩大到 Cn ◦ T1 中的哈密顿路 P1, 其中 T1 = T [V0 ∪ V1]. 假设 V1 =⋃
0≤i≤t

{ui1,ui2, · · · ,uili} 是 ui (0≤ i≤ t) 的不在 V0 中的全部邻点. 显然, l0 = lt = 0 且 d(ui)≤ li +2≤4(T )(1≤ i≤
t−1). 对于每个 1≤ i≤ t−1, 将 Cn ◦T0 中的路 P0 中的一部分 vi

1v
i
2 · · ·vi

n−1v
i
n 或者 vi

nvi
n−1 · · ·vi

2v
i
1 替换到 Cn ◦T1

中的路 P1i, 它的顶点集包含顶点 vi
1,v

i
2, · · · ,vi

n−1,v
i
n 和它们在 V1 中的全部邻点.

如果这部分路为 vi
nvi

n−1 · · ·vi
2v

i
1, 则当 li = 0 时 P1i = vi

nvi
n−1 · · ·vi

2v
i
1, 当 li ≥ 1 时, P1i = vi

nvi1
n vi1

n−1 · · ·vi1
2 vi1

1 vi2
n

vi2
n−1 · · ·vi2

2 vi2
1 vi3

n vi3
n−1 · · ·vili−1

2 vili−1
1 vili

n vili
1 vili

2 · · ·vili
n−2v

ili
n−1v

i
n−1 · · ·vi

2v
i
1, 如图 5 左图所示.

如果这部分路为 vi
1v

i
2 · · ·vi

n−1v
i
n, 则当 li = 0 时 P1i = vi

1v
i
2 · · ·vi

n−1v
i
n, 当 li ≥ 1 时, P1i = vi

1v
i1
1 vi1

2 · · ·vi1
n−1v

i1
n vi2

1

vi2
2 · · ·vi2

n−1v
i2
n vi3

1 vi3
2 · · ·vili−1

n−1 vili−1
n vili

1 vili
n vili

n−1 · · ·vili
3 vili

2 vi
2 · · ·vi

n−1v
i
n, 如图 5 右图所示.

图 5 将 Cn ◦T0 中的哈密顿路扩大到 Cn ◦T1 中 (有些边省略)

综上可得 P1 =P10P11P12 · · ·P1(t−1)P1t 是 Cn ◦T1 中的哈密顿路.

步骤 3 将 Cn ◦ T1 中的哈密顿路 P1 扩大到 Cn ◦ T2 中的哈密顿路 P2, 其中 T2 = T [V0 ∪ V1 ∪ V2]. 假设

uim1,uim2, · · · ,uimhm 是顶点 uim 在 V2 中的全部邻点, 其中 uim 是 V1 中的一些顶点. 显然, d(uim) = hm +1 ≤
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4(T )−1. 对于每个 m ∈ {1,2, · · · , li}, 将 Cn ◦T1 中的路 P1 的一部分 vim
1 vim

2 · · ·vim
n−1v

im
n 或 vim

n vim
n−1 · · ·vim

2 vim
1 替

换 Cn ◦T2 中的路 P2im, 它的顶点集包含顶点 vim
1 , vim

2 , · · · ,vim
n−1, vim

n 和它们在 V2 中的全部邻点.

如果这部分路为 vim
1 vim

2 · · ·vim
n−1v

im
n , 则当 hm = 0 时 P2im = vim

1 vim
2 · · ·vim

n−1v
im
n , 当 hm ≥ 1 时, P2im =

vim
1 vim1

1 vim1
2 · · ·vim1

n−1v
im1
n vim2

1 vim2
2 · · ·vim2

n−1v
im2
n vim3

1 vim3
2 · · ·vimhm−1

n−1 vimhm−1
n vimhm

1 vimhm
n vimhm

n−1 · · ·vimhm
3 vimhm

2 vim
2 · · ·

vim
n−1v

im
n .

如果这部分路为 vim
n vim

n−1 · · ·vim
2 vim

1 , 则当 hm = 0 时 P2im = vim
n vim

n−1 · · ·vim
2 vim

1 , 当 hm ≥ 1 时, P2im =

vim
n vim1

n vim1
n−1 · · ·vim1

2 vim1
1 vim2

n vim2
n−1 · · ·vim2

2 vim2
1 vim3

n vim3
n−1 · · ·vimhm−1

2 vimjm−1
1 vimhm

n vimhm
1 vimhm

2 · · ·vimhm
n−2 vimhm

n−1 vim
n−1 · · ·

vim
2 vim

1 .

故可以得到 P2 = P10P211P212 · · ·P21l1P221P222 · · ·P22l2P231 · · ·P2(t−1)1P2(t−1)2 · · ·P2(t−1)lt−1P1t 是 Cn ◦T2 的一条

哈密顿路.

对于 i= {0,1,2, · · · ,s} 不停地重复步骤 3, 可以得到图 Cn ◦T 的哈密顿路. 因此, 图 Cn ◦T 是可迹图.

推论 3 假设 G 是一个哈密顿图, 且 K1,k1 , K1,k2 , · · · ,K1,kt
是星. 则 G◦(K1,k1 ∪K1,k2 ∪·· ·∪K1,kt

) 是可迹图.

证明 设 K1,ki
是最大度为 ki (1≤ i≤ t) 的星, 分别用 v0i

和 vji
(1i ≤ ji ≤ ki) 来表示它的中心点和叶子点.

图 G◦K1,ki
有哈密顿路 P = v1

0i
v2
0i
· · ·vn−1

0i
vn
0i

v1
1i

v2
1i
· · ·vn−1

1i
vn
1i

v1
2i

v2
2i
· · ·vn−1

2i
vn
2i

v1
3i

v2
3i
· · ·vn−1

ki−1v
n
ki−1 v1

ki
v2

ki
· · ·vn−1

ki
vn

ki
,

由字典积图的定义可知, vn
ki

v1
0i+1

∈E(G◦(K1,k1 ∪K1,k2 ∪·· ·∪K1,kt
)). 故合并它们可得经过全部顶点的路.

因此, 图 G◦(K1,k1 ∪K1,k2 ∪·· ·∪K1,kt
) 是可迹图.

推论 4 如果 G 是哈密顿图且 H 是任意图, 则 G◦H 是任意可分图.
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