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关键词：最优控制; 无穷时滞; 瞬时脉冲; mild解

DOI：10.13568/j.cnki.651094.651316. 2023.09.14.0001

中图分类号：O175 文献标识码：A 文章编号：2096-7675(2024)03-0288-08

引文格式：何明霞，王静．具有无穷时滞的积微分方程的最优控制[J]．新疆大学学报(自然科学版中英文)，2024，41(3)：

288-295．

英文引文格式：HE Mingxia，WANG Jing．Optimal control of integro-differential equations with infinite de-

lay[J]．Journal of Xinjiang University(Natural Science Edition in Chinese and English)，2024，41(3)：288-295．

Optimal Control of Integro-Differential Equations

with Infinite Delay

HE Mingxia, WANG Jing

(School of Education，Lanzhou University of Arts and Science, Lanzhou Gansu 730010, China)

Abstract：The optimal control problem for a class of integro-differential equations with infinite delay and instan-

taneous impulse is studied. By using fractional power operator, phase space theory, Gronwall’s inequality and fixed

point theorem, the sufficient conditions for the existence of solutions in space are obtained, and then the sufficient

conditions for the optimal control of the integral cost function are given by using the minimization sequence.
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0 引 言

微分方程可以应用在很多领域, 如物理、生物、医学、金融等, 但是有时系统会出现滞后现象, 如在生物种

群中个体的出生率以及在通讯中信息传递, 因此研究时滞微分方程更有实际价值和应用价值[1−2]. 另外, 由于受

到一些外部条件的干扰, 会导致系统在有限个点不连续, 而脉冲方程能刻画这类方程[3−6]. 最优控制是有限 (无

限)维空间控制理论的一个重要问题,时滞 (脉冲)微分方程的最优控制具有重要的理论研究意义与实际应用价

值. 近年来, 国内外许多学者对各种方程的最优化控制进行了一系列的研究. 随机偏微分方程在金融数学、量子

场论和统计力学中有着广泛的应用. 具体来说, 在经济领域中用来解决期权定价问题; 在生物领域用于揭示疾

病的发生规律以及疾病的传播流行过程; 在物理领域用于布朗粒子的逃逸与跃迁问题. 关于随机偏微分方程解

的定性性质, 如存在唯一性、稳定性等, 已有报道. 特别的, 在文献 [1-3]及其他学者所做的工作中, 随机偏泛函

积分微分方程 mild解的稳定性已被研究.
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Yang等[3]利用两次最小化序列的方法讨论了具有瞬时脉冲的发展方程





x′(t)= A(t)x(t)+f(t,x(t),G(t))+B(t)u(t), t∈J = [0,T ], t 6= tk,

∆x(tk)= x(t+k )−x(t−k ),

x(0)+g(x)= x0.

的最优控制. Li等[4]利用非紧性测度研究了具有有限时滞的二阶非局部脉冲问题




x′′(t)= Ax(t)+f(t,xt(t),x(t)), t∈ (0,T ], t 6= tk,

∆x(tk)= x(t+k )−x(t−k ),

x(t)= g(x(t))+ϕ(t), t∈ [−r,0],x′(0)= ζ.

解的存在性. Mokkedem等[7]研究了具有无穷时滞的发展方程




x′(t)= Ax(t)+L(xt)+F (t,xt)+Bu(t), t∈ [0,T ],

x(t)= φ(t), t∈ (−∞,0].

的最优化控制. 这里首先构造了线性系统的基本解理论, 在基本解理论的基础上得到 mild解以及算子的紧性,

最后利用最小化序列的方法得到了该系统的最优控制的充分条件[8−10]. 在实际生活中, 受不稳定因素的影响,

会产生有限个不连续的点和滞后现象, 所以研究具有无穷时滞的脉冲方程有一定的现实意义.

受上述研究启发, 本文在 Banach空间中研究一类具有无穷时滞和瞬时脉冲的积微分方程




x′(t)=−Ax(t)+
∫ t

0

γ(t−τ)x(τ)dτ +F (t,xt)+Bu(t), t∈J = [0,T ], t 6= tk

∆x(tk)= Ik(x(tk)), k =1, · · · ,m
x(t)= φ(t), t∈ (−∞,0]

(1)

的最优控制, 其中 x(·) ∈ X 是状态函数, u(t) ∈ L2(J ;U) 是控制函数且 U 是另一个 Banach空间. A : D(A) ⊂
X→X 是闭的线性算子, −A在 X 上生成一个解析半群. γ(·)是一个闭线性算子, D(γ)⊃D(A)与时间无关. 由

xt(θ) = x(t+θ), θ≤ 0得到的时滞 xt : (−∞,0]→X 属于某个具有公理化的抽象的相空间 Φ. φ(t)∈Φ. 脉冲函数

Ik(x(tk))= x(t+k )−x(t−k ), 这里 x(t+k )和 x(t−k )分别表示在 t = tk时 x(t)的右极限与左极限, 0= t0 <t1 < · · ·<tm <

tm+1 =T . 函数 F :J×Φ→X 是 Lipschitz连续的. B :U →X 是一个有界线性算子.

1 预备知识

这一部分给出预解算子、分数幂算子和相空间的公理化定义. 文中用X 和 U 表示 Banach空间赋予相同的

范数 ‖·‖, 令 −A :D(A)⊂X→X 为一个紧的解析半群 S(t), t≥ 0的无穷小生成元. 算子 A的预解集为 ρ(A), 分

数幂算子 Aα(0 < α≤ 1)为闭的线性算子, 在 D(Aα)上定义范数为 ‖x‖α = ‖Aαx‖. 定义 (D(Aα),‖ ·‖α)为 Xα 空

间, 对每个 0 <α≤ 1, Xα都是 Banach空间.

若 −A的预解式 R(λ,−A) = (λI +A)−1 是紧的, 则 Xα →Xβ(0 < β < α≤ 1)嵌入是紧嵌入. Y 表示 Banach

空间 D(A)且赋予图像范数 ‖ · ‖Y . 这里用 L(X;Y )表示从 X 到 Y 的所有有界算子构成的 Banach空间, 特别

的, L(X)表示从 X 到 X 的空间. 令 PC(J ;X) = {x : J → X|x 在 t 6= tk 处连续, x(tk) = x(t−k ) 且 x(t+k ) 存在,

k =1, · · · ,m}, PC(J ;X)是按照范数 ‖x‖PC =sup
t∈J

‖x(t)‖构成的 Banach空间.

定义 1[11] 一族有界的线性算子W (t)∈L(X), t∈ [0,T ]被称为方程




x′(t)=−Ax(t)+
∫ t

0

γ(t−τ)x(τ)dτ, t∈ [0,T ]

x(0)= x0

(2)

的预解算子当且仅当
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(i) W (0)= I, 对于每个W1 > 0, ω ∈R有 ‖W (t)‖=W1e
ωt;

(ii)对所有的 x∈X, W (t)x是在 t∈ [0,T ]上的强连续;

(iii)对 t≥ 0, W (t)∈L(X)且对所有 x∈Y , W (·)x∈C1([0,+∞];Y )∩C([0,+∞];Y )有

W ′(t)x=−AW (t)x+
∫ t

0

γ(t−τ)W (τ)xdτ =−W (t)Ax+
∫ t

0

W (t−τ)γ(τ)xdτ.

对算子 A和 γ(·)作出下列假设:

(V1) −A生成X 上的解析半群. γ(·)是在X 上的闭算子, 其定义域至少是D(A), 对每个 x∈D(A), γ(t)x强

可测并且 ‖γ(t)‖Y ≤ b(t), b(t)∈L1(0,∞)对每个 Reλ> 0, b∗(λ)绝对收敛 (b∗(λ)表示 b(t)的 Laplace变换).

(V2) ρ(A) := (λI+A−γ∗(λ))−1作为X上的一个有界算子存在,对于 0 <δ <π/2, λ在区域Λ= {λ∈C, |argλ|<
(π/2)+δ}上. 在 Λ上, 如果 |λ| ≥ ε> 0, 那么存在一个常数 C =C(ε) > 0使得 ρ(λ)≤C/|λ|.

(V3) 对 λ ∈ Λ, Aρ(λ) ∈ L(X) 将 Λ 解析为 L(X), γ∗(λ) ∈ L(Y ;X), γ∗(λ)ρ(λ) ∈ L(Y ;X). 对于 λ ∈ Λ, 给

定 |λ| ≥ ε > 0, 存在一个常数 C = C(ε) > 0 使得 ||Aρ(λ)||Y + ||γ∗(λ)ρ(λ)||Y ≤ C/|λ| 且在 Λ 上当 |λ| → ∞ 时,

||γ∗(λ)||Y → 0.

根据文献 [12]可知, 在上述条件下, 存在一个由线性方程 (2)得到的预解算子W (t), 满足W (0)= I 和

W (t)x=
1

2πi

∫

Γ

eλt(λI +A−γ∗(λ))−1xdλ, t > 0,

这里 Γ是用于获得解析半群的类型的轮廓, 轮廓 Γ (包含区域 Λ)由 Γ1, Γ2, Γ3三部分组成, 这里 Γ1 = {reiv : r >

1}, Γ2 = {re−iv : r≥ 1}, Γ3 = {eiζ :−v≤ ζ ≤ v}(π/2 < v < π/2+δ), 使得 Im(λ)在 Γ1, Γ3上增加. 因此, 线性方程

(2)的 mild解可以用预解算子W (t) 表示为 x(t) = W (t)x(0). 此外, W (t)也是解析的并且存在一个 S > 0, 使得

对任意的 0 <α≤ 1,

||W (t)|| ≤S, ||AαW (t)|| ≤ Sα

tα
, 0 <t≤T (3)

下面给出相空间 Φ的公理化定义[1]. 令相空间 Φ为从 (−∞,0]映射到 H 的线性空间, 赋予半范数 || · ||Φ 且
满足:

(A1)若 xt : (−∞, ξ+T ]→X,T > 0,在 [ξ,ξ+T ]上是连续的并且 xξ ∈Φ,则对每个 t∈ [ξ,ξ+T ],下列条件成立:

(i) xt ∈Φ;

(ii) ||x(t)|| ≤Θ||xt||Φ;

(iii) ||xt||Φ≤K(t−ξ)sup{||x(τ)|| : ξ≤ τ ≤ t}+M(t−ξ)||xξ||Φ.

(A2)在 (A1)中的函数 x(·), xt在 [ξ,ξ+T ]上是一个 Φ-值连续函数.

(A3)相空间 Φ是完备的.

其中 Θ ≥ 0 是一个常数, 函数 K : [0,∞) → [0,∞)是连续的, 函数 M : [0,∞) → [0,∞)是局部有界的. 令

KT > 0和MT > 0为两个常数, 定义为

KT = sup
t∈[0,T ]

K(t), MT = max
t∈[0,T ]

M(t) (4)

其中函数K(·) > 0和M(·) > 0由 (A1)(iii) 给出.

与文献 [12-13]类似, 用上述定义的预解算子W (t)表示方程 (1)的 mild解.

定义 2 如果 x : (−∞,T ]→X 满足

(i)在 t∈ (−∞,0]上, x(t)= φ(t);

(ii)在 t = tk上, ∆x(tk)= x(t+k )−x(t−k )= Ik(x(tk));

(iii)在 t∈ [0, t1]∪(tk, tk+1], k =1, · · · ,m上, 满足积分方程

x(t)= W (t)φ(0)+
∫ t

0

W (t−s)(F (s,xs)+Bu(s))ds+
∑

0<tk<t

W (t− tk)Ik(x(tk)) (5)

则称函数 x : (−∞,T ]→X 为方程 (1)的 mild解.
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引理 1[14] (Schauder不动点定理) 设 Ω是 Banach空间 X 中的一个凸闭子集, 算子 T : Ω→Ω是全连续算

子, 则算子 T 至少存在一个不动点 x∗, 使得 Tx∗ =x∗.

控制函数 u(t)∈L2(J ;U), 定义有界容许控制集合 Uad = {u(·)∈L2(J ;U) : ||u(t)|| ≤R,t ∈ J}, 其中 R > 0. 令

Aad = {(xu,u) : u∈Uad}, 则 Aad被称为所有容许状态-控制对 (xu,u)构成的集合.

2 主要结果

为了证明方程 (1) mild解的存在唯一性, 需要对函数 F :J×Φ→X 和 Ik :X→X 作出下列假设

(H1)函数 F :J×Φ→X 是连续的并且存在一个常数 LF > 0使得

||F (t,φ1)−F (t,φ2)|| ≤LF ||φ1−φ2||Φ, t∈ [0,T ],φ1,φ2 ∈Φ.

更进一步有

||F (t,φ)|| ≤LF (1+ ||φ||Φ), t∈ [0,T ],φ∈Φ.

(H2)脉冲函数 Ik :X→X, k =1, · · · ,m是连续的并且满足

||Ik(x(tk))|| ≤ dk, k =1, · · · ,m.

(H3) −A的预解式 R(λ,−A)= (λI +A)−1是紧的.

定理 1 对于任意的 φ∈Φ. 若假设条件 (H1)∼ (H3)成立,则方程 (1)在 (−∞,T ]上至少有一个mild解 x(t).

证明对于任意的 t∈ [0,T ], 定义一个算子 Q :PC(J ;X)→PC(J ;X)为

Qx(t)= W (t)φ(0)+
∫ t

0

W (t−s)(F (s,xs)+Bu(s))ds+
∑

0<tk<t

W (t− tk)Ik(x(tk)).

求方程 (1)在 t∈ [0,T ] 上的 mild解的存在性等价于求算子 Q的不动点, 因此令集合

Br = {x(·)∈PC(J ;X) : u∈Uad,φ(0)= x(0), ||x||PC ≤ r},

显然 Br 是 PC(J ;X)的一个有界闭凸子集, 只要选择合适的 r > 0使得

r >
(
S||φ(0)||+SLF T +SLF MT ||φ||Φ +SRT ||B||+S

m∑
k=1

dk

)
eSLF KT T .

首先证明 Q(Br)⊂Br, 对 ∀x∈Br, 根据式 (3)和假设条件 (H1), (H2)有

||Qx(t)||

≤||W (t)φ(0)||+
∫ t

0

||W (t−s)(F (s,xs)+Bu(s))||ds+
∑

0<tk<t

||W (t− tk)Ik(x(tk))||

≤S||φ(0)||+SLF

(
T +

∫ t

0

||xs||Φds
)

+SRT ||B||+S
m∑

k=1

dk

(6)

由式 (4)和公理化定义 (A1)(iii)可知

SLF

(
T +

∫ t

0

||xs||Φds
)
≤SLF T +SLF KT

∫ t

0

||x(s)||ds+SLF MT ||φ||Φ (7)

把式 (7)带入式 (6), 再根据 Gronwall不等式推出

||Qx(t)||

≤S||φ(0)||+SLF T +SLF KT

∫ t

0

||x(s)||ds+SLF MT ||φ||Φ +SRT ||B||+S
m∑

k=1

dk

≤
(
S||φ(0)||+SLF T +SLF MT ||φ||Φ +SRT ||B||+S

m∑
k=1

dk

)
eSLF KT T <r,
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则 ||Qx||PC ≤ r, 因此 Q(Br)⊂Br.

然后证明 Q : Br →Br 是连续的. 令 {xn}∞n=1 ⊂Br 是一个序列且在 Br 上满足 lim
n→∞

xn = x. 所以对于任意的

t∈ [0,T ], 由公理化定义 (A1)(iii)得到

||xn
t −xt||Φ≤KT sup

t∈[0,T ]

||xn(t)−x(t)||→ 0, n→∞ (8)

由式 (3), 式 (8)和假设条件 (H1), (H2)可知

||Qxn(t)−Qx(t)||

≤
∣∣∣
∣∣∣
∫ t

0

W (t−s)(F (s,xn
s )−F (s,xs))ds+

∑
0<tk<t

W (t− tk)(Ik(xn(tk))−Ik(x(tk)))
∣∣∣
∣∣∣

≤
∫ t

0

||W (t−s)(F (s,xn
s )−F (s,xs))||ds+

∑
0<tk<t

||W (t− tk)(Ik(xn(tk))−Ik(x(tk)))||

≤SLF T ||xn
t −xt||Φ +S

∑
0<tk<t

||(Ik(xn(tk))−Ik(x(tk)))||

→0,n→∞

(9)

因此 Q :Br →Br 是连续的.

最后证明算子Q在 Br上是紧算子. 首先证明对每个 t∈ [0,T ],集合 {Qx(t) : x∈Br}在X上是相对紧的. 显

然 Qx(0)是相对紧的, 下证 Qx(t)在 t∈ [0,T ]上是相对紧的. 令 0 < ε < t≤ T , 由假设条件 (H3)知预解算子 −A

是紧的, 可以推出 Xα→X(0 <α≤ 1)为紧嵌入. 对任意的 x∈Br, 0 <α < α1≤ 1, 定义算子

||Qα1x(t)||=W (t)φ(0)+
∫ t

0

Aα1W (t−s)(F (s,xs)+Bu(s))ds

+
∑

0<tk<t

Aα1W (t− tk)Ik(x(tk))
(10)

根据式 (3)和上述讨论, 很容易得到 ||Qα1x(t)||<∞. 由算子 A−α1 : X→Xα1 (注意到 Xα1 →Xα是紧嵌入)的紧

性可知 Qx(t)在Xα上是相对紧的. 因此得到对每个 t∈ [0,T ], 集合 {Qx(t) : x∈Br}在X 上是相对紧的. 然后证

明 Q(Br)在 Br 上是等度连续的. 令 0≤ t′ <t′′≤T , 对任意的 x∈Br, 有

||Qx(t′′)−Qx(t′)||
≤||W (t′′)φ(0)−W (t′)φ(0)||

+
∣∣∣
∣∣∣
∫ t′

0

W (t′′−s)F (s,xs)ds−
∫ t′

0

W (t′−s)F (s,xs)ds
∣∣∣
∣∣∣

+
∣∣∣
∣∣∣
∫ t′

0

W (t′′−s)Bu(s)ds−
∫ t′

0

W (t′−s)Bu(s)ds
∣∣∣
∣∣∣

+
∑

0<tk<t

||(W (t′′− tk)−W (t′− tk))Ik(x(tk))||

≤||W (t′′)φ(0)−W (t′)φ(0)||

+
∫ t′

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))F (s,xs)||ds+
∫ t′′

t′
||W (t′′−s)F (s,xs)||ds

+
∫ t′

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))Bu(s)||ds+
∫ t′′

t′
||W (t′′−s)Bu(s)||ds

+
∑

0<tk<t

||(W (t′′− tk)−W (t′− tk))Ik(x(tk))||

=
6∑

i=1

Ji

(11)
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其中
J1 = ||W (t′′)φ(0)−W (t′)φ(0)||

J2 =
∫ t′

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))F (s,xs)||ds

J3 =
∫ t′′

t′
||W (t′′−s)F (s,xs)||ds

J4 =
∫ t′

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))Bu(s)||ds

J5 =
∫ t′′

t′
||W (t′′−s)Bu(s)||ds

J6 =
∑

0<tk<t

||(W (t′′− tk)−W (t′− tk))Ik(x(tk))||

(12)

因为 W (t)x对于所有的 t ≥ 0是连续的 (文献 [13]引理 2.3), 所以有 lim
t2−t1→0

J1 = lim
t2−t1→0

J6 = 0. 根据假设条件

(H1)和公理化定义 (A1)(iii)可以推出, 对任意的 0 <ξ < t′有

J2 =
∫ t′

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))F (s,xs)||ds

=
∫ t′−ξ

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))F (s,xs)||ds+
∫ t′

t′−ξ

||(W (t′′−s)−W (t′−s))F (s,xs)||ds

≤
(
LF T +LF MT ||φ||Φ +LF KT Tr

)∫ t′−ξ

0

||(W (t′′− t′+τ)−W (τ))||dτ

+
∫ t′

t′−ξ

||(W (t′′−s)−W (t′−s))F (s,xs)||ds;

J4 =
∫ t′

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))Bu(s)||ds

=
∫ t′−ξ

0

||(W (t′′−s)−W (t′−s))Bu(s)||ds+
∫ t′

t′−ξ

||(W (t′′−s)−W (t′−s))Bu(s)||ds

≤R||B||
∫ t′−ξ

0

||(W (t′′− t′+τ)−W (τ))||dτ +
∫ t′

t′−ξ

||(W (t′′−s)−W (t′−s))Bu(s)||ds;

再由 (H3)知W (t)对 t> 0是按一致算子拓扑连续的 (文献 [13]引理 2.3). 因此当 t′′−t′→ 0时, ||W (t′′−t′+

τ)−W (τ)||→ 0, 根据 Lebesgue控制收敛定理可知 lim
t2−t1→0

J2 = lim
t2−t1→0

J4 =0. 由式 (3),公理化定义 (A1)(iii)和假

设条件 (H1)知

J3 =
∫ t′′

t′
||W (t′′−s)F (s,xs)||ds≤ (LF +LF MT ||φ||Φ +LF KT r)|t′′− t′|;

J5 =
∫ t′′

t′
||W (t′′−s)Bu(s)||ds≤SR||B|||t′′− t′|;

因此 lim
t2−t1→0

J3 = lim
t2−t1→0

J5 =0. 综上,当 t′′−t′→ 0时, ||Qx(t′′)−Qx(t′)||→ 0. 所以Q(Br)在Br上是等度连续的.

由 Arzela-Ascoli定理可知, Q : Br →Br 是紧算子. 再根据 Schauder不动点定理可知, Q至少有一个不动点

x∈Br, 这个不动点就是方程 (1)在 t∈J 上的mild解. 然后利用 x(t)= φ(t), t∈ (−∞,0]和∆x(tk)= Ik(x(tk))(k =

1, · · · ,m)可以把解延拓到 (−∞,T ]上.

方程 (1) mild解的唯一性可以用著名的 Gronwall不等式得到, 本文不再给出详细证明. 下面考虑限制 La-

grange问题:

问题 1 找到一个控制 u0 ∈Uad使得 J(xu0 ,u0)≤J(xu,u), 这里 J(xu,u)表示积分成本函数, 定义为

J(xu,u)= P1(x(T ))+
∫ T

0

P2(s,xu,u)ds (13)
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为此, 作出下列假设:

(H4)函数 P1(·) : X→R是连续的.

(H5)被积函数 P2 : [0,T ]×X×U →R满足:

(i) P2(t,x,u)∈L1(0,T );

(ii) P2(t, ·, ·)在 X×U 上关于每个 t∈ [0,T ]是序列下半连续的, P2(t,x, ·)在 U 上是凸连续的;

(iii) P2(t,x,u)≥ c, c为常数.

定理 2 若假设条件 (H1)∼ (H5)成立, 则问题 1至少有一个解, 也就是说至少存在一个控制 u0 ∈Uad 使得

积分成本函数 J(xu,u)最小, 其中 xu(t)为方程 (1)的解.

证明我们假设 inf
u∈Uad

J(xu,u) = m <∞. 由最小化定义, 可以找到一组递减的序列 {(xun ,un)}n≥1 ∈Aad 满足

n→∞时,

J(xun ,un)→m (14)

又因为 Uad 是有界的, 所以 {un}n≥1 ∈Uad 存在一个子列使得 un → u0(n→∞). 根据 Uad 是闭的凸的集合, 可知

u0 ∈Uad.

令 xun(t)有带控制函数 un的方程 (1)的解, 满足

xun(t)= W (t)φ(0)+
∫ t

0

W (t−s)(F (s,xun
s )+Bun(s))ds+

∑
0<tk<t

W (t− tk)Ik(xun(tk)) (15)

另一方面, xu0(t)有带控制函数 u0的方程 (1)的解, 满足

xu0(t)= W (t)φ(0)+
∫ t

0

W (t−s)(F (s,xu0
s )+Bu0(s))ds+

∑
0<tk<t

W (t− tk)Ik(xu0(tk)) (16)

又

||xun(t)−xu0(t)||

≤
∫ t

0

||W (t−s)(F (s,xun
s )−F (s,xu0

s ))||ds+
∫ t

0

||W (t−s)(Bun(s)−Bu0(s))||ds

+
∑

0<tk<t

||W (t− tk)(Ik(xun(tk))−Ik(xu0(tk)))||
(17)

与前面证明类似, 式 (17)是相对紧的. 再根据式 (3)和假设条件 (H1), (H2)得到

||xun(t)−xu0(t)||

≤SLF

∫ t

0

||xun
s (t)−xu0

s (t)||Φds+SR||B||
∫ t

0

||un(s)−u0(s)||ds

+S
∑

0<tk<t

||Ik(xun(tk))−Ik(xu0(tk))||

→0

(18)

因此在 PC(J ;X)空间中, 当 n→∞时, xun →xu0(n→∞).

下面证明状态-控制对 (xu0 ,u0)是积分成本函数的最优解. 根据 Fatou引理和假设条件 (H4), (H5)可知

liminf
n→∞

P1(xun(T ))= lim
n→∞

P1(xun(T ))= P1(xu0(T )) (19)

liminf
n→∞

∫ T

0

P2(s,xun ,un)ds≥
∫ T

0

liminf
n→∞

P2(s,xun ,un)ds=
∫ T

0

P2(s,xu0 ,u0)ds (20)
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结合式 (19)和式 (20)可知,

m = inf
u∈Uad

J(xu,u)= liminf
n→∞

P1(xun(T ))+liminf
n→∞

∫ T

0

P2(s,xun ,un)ds

≥ lim
n→∞

P1(xun(T ))+
∫ T

0

lim
n→∞

P2(s,xun ,un)ds

=P1(xu0(T ))+
∫ T

0

P2(s,xu0 ,u0)ds

=J(x0,u0)= m>−∞

(21)

综上所述, 结论得证.
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