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摘 要：给定图G的一个列表分配L,图G的一个(L,r)-染色,是一个正常染色c满足: 每个顶点v都至少和min{d(v), r}种
不同颜色的顶点相邻, 并且c(v)属于L(v). 图G的r-hued列表染色数, 记为χL,r(G), 是最小正整数k满足对于任意一

个|L(v)|= k的列表分配L, 图G有一个(L,r)-染色. 最后证明了χL,2(Pm¤Pn)= 4, 并且确定了χL,2(Pm¤Cn)的范围．
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On 2-Hued List Coloring of Cartesian Product Graphs

LIU Bingxue, LIU Fengxia

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract： For a given list assignment L of a graph G, an (L,r)-coloring of G is a proper coloring c such that

for any vertex v, v is adjacent to vertices of at least min{d(v), r} different colors with c(v) ∈ L(v). The r-hued

list chromatic number of G, denoted as χL,r(G), is the least integer k, such that for any v ∈ V (G), and every

list assignment L with |L(v)| = k, G has an (L,r)-coloring. In this paper, we prove that χL,2(Pm¤Pn) = 4, and

determine the range of χL,2(Pm¤Cn).

Key words：paths; cycles; Cartesian product of graphs; 2-hued list coloring

0 引 言

本文所有涉及到的定义和符号, 参见文献[1]. Montgomery[2]首次提出了r-hued染色概念, 设r为正整数, 图G

的(k,r)-染色是一个映射c :V (G)→{1,2, · · · ,k}, 满足:

(i) 若v1, v2 ∈V (G), v1v2 ∈E(G), 则c(v1) 6= c(v2);

(ii) 对于任意顶点v ∈V (G), |c(NG(v))| ≥min{|NG(v)|, r}.
使图G染色有(k,r)-染色的最小整数k, 称为图G的(k,r)染色数, 记为χr(G). Lai等[3]将2-hued染色称为动态

染色; Chen等[4]提出了r-hued列表染色, 图G的一个列表是指一个分配L : V (G)→ 2N , 使得V (G)中任意的顶点都

有一个颜色的列表L(v). 一个L-染色是一个映射c :V (G)→N , 满足相邻顶点染色不同, 且v的颜色是L(v)中选取

的. 若图G有一个L-染色,则称图G是L-可染的. 对于正整数k, 图G的列表L称为k-列表,是指V (G)中每个顶点的

列表L(v)都有k个元素, 即|L(v)|= k. 图G的一个列表L称为k-列表可染的, 是指任意一个k-列表L, 图G都是L-可

染的. 使图G是k-列表可染的最小正整数k, 称为图G的列表染色数, 记为χL(G).

设r是一个整数, 给定图G的一个列表分配L, 图G的(L,r)-染色c是指满足以下条件的一个映射c :V (G)→N .

(i) ∀ uv ∈E(G), c(u) 6= c(v);
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(ii) ∀ v ∈V (G), |c(NG(v))| ≥min{|NG(v)|, r};
(iii) ∀ v ∈V (G), c(v)∈L(v).

图G的r-hued列表染色数, 记为χL,r(G), 是指最小正整数k, 满足对图G的任何k-列表L, 图G有一个(L,r)-染

色. 对于任意图的r-hued染色数χr(G), Lai等[5]得到了以下规律:

χ(G)= χ1(G)≤χ2(G)≤ ·· ·≤χr−1(G)≤χr(G)≤ ·· ·≤χ∆(G)(G)= χ∆(G)+1(G)= · · · (1)

从式(1)中可以看出χr(G)随着r的增大在不断增大, 当r≥∆(G)时, 无论r如何增大, v最多有∆(G)个邻点, 所以后

面出现了连等的情况. Chen等[4]提出了χL,r(G)关于r的变化规律的结论: χL(G) = χL,1(G) ≤ χL,2(G) ≤ ·· · ≤
χL,r−1(G) ≤ χL,r(G) ≤ ·· · ≤ χL,∆(G)(G) = χL,∆(G)+1(G) = · · · , 可以明显地看出χL,r(G)与χr(G)有着类似的规律.

在2006年, Lai等[5]就发现了χL,r(G), χr(G), ∆(G)以及|V (G)|的关系:

min{r,∆(G)}+1≤χr(G)≤χL,r(G)≤ |V (G)| (2)

一些学者对具体图的染色进行了研究. 例如Lai等[5]对圈Cn的r-hued染色数χr(Cn)得到了:

χr(Cm)=





5, m =5;

3, m≡ 0 (mod 3);

4, 其它.

Akbari等[6]利用圈的平方图C2
m得到了χL,2(Cm)的结果:

χL,2(Cm) .=





5, m=5;

3, m≡ 0 (mod 3);

4, 其它.

(3)

Yang等[7]证明了, 如果m≥ 3, 则

χ(C2
m)= χ2(C2

m)=





5, m =5;

3, m≡ 0 (mod 3);

4, 其它.

(4)

通常我们将二部图K1,3称为一个爪, 一个图G如果是无爪图, 那么它的任意子图H都不包含爪. 如果一个

图G的任意导出子图H满足χ(H) = ω(H), 则我们称图G为完美图. 所以无爪完美图是一个不含K1,3的完美图.

Gravier等[8]证明了, 若图G是一个无爪完美图且χ(G)≤ 3, 则χL(G)= χ(G).

两个无向简单图G和H的笛卡儿积, 记为G¤H, 其中V (G¤H) = V (G)×V (H), 若(u1,v1)与(u2,v2)相邻当且

仅当u1 =u2,v1v2 ∈E(H)或v1 = v2,u1u2 ∈E(G). 本文中点(ui,vj)我们记为vij .

对于一些笛卡儿乘积图的2-hued染色数, Akbari等[9]给出了一些好的结论.

定理 1[9]对于自然数m, n下面结论成立,

(i) 若m, n≥ 2, 则

χ2(Pm¤Pn)= 4.

(ii) 若n≥ 3, 则

χ2(Pm¤Cn)=





χ2(Cn), m=1;

3, n≡ 0 (mod 3);

4, 其它.

(iii)如果m, n≥ 3, 则

χ2(Cm¤Cn)=

{
3, mn≡ 0 (mod 3);

4, 其它.

本文将定理1的结论(i)推广到了列表染色上, 证明了χL,2(Pm¤Pn)= 4, 且将定理1的结论(ii)推广到了列表染

色上, 确定了χL,2(Pm¤Cn)的范围.
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1 图Pm¤¤¤Pn的2-hued列表染色
设Pm, Pn分别是含有m≥ 2个顶点和n≥ 2个顶点的路. Pm与Pn的笛卡儿积记为Pm¤Pn,我们总是记V (Pm¤Pn)

= {vij |i=1,2, · · · ,m; j =1,2, · · · ,n}.
定理 2 设m, n是两个正整数, 则χL,2(Pm¤Pn)= 4.

证明 由定理1的(i)和不等式(2), χL,2(Pm¤Pn)≥χ2(Pm¤Pn)= 4.

下面我们证明χL,2(Pm¤Pn) ≤ 4. 如果m = n = 2, 由不等式(2)可知χL,2(P2¤P2) ≤ |V (P2¤P2)| = 4. 我们假

设m和n至少有一个严格大于2, 并记Pm¤Pn =G.

情况 1 m =2, n≥ 3或m≥ 3, n =2.

不失一般性, 设m = 2, n ≥ 3. 首先构造一个由图G加边得到的图G′. V (G′) = V (G), E(G′) = E(G) ∪
{v1jv2,j+1|j =1,2, · · · ,n−1}∪{v12v21,v1nv2,n−1}. 如图1所示.

图 1 图 G′

断言 1: χL(G′)≤ 4.

设L是图G′的一个4-列表,按照如下顺序给图G′的顶点染色, v11,v21,v12,v22,v13,v23, · · · ,v1,n−1, v2,n−1, v1n,v2n.

任意顶点vij , 该点的邻点中已染颜色的点至多有3个, 而|L(vij)| = 4, 总是可以选取L(vij)中的颜色给点vij染色.

因此, χL(G′)≤ 4.

断言 2: χL,2(G)≤χL(G′).

设c是图G′的一个列表染色, 下面证明c是图G的一个2-hued列表染色, 我们只需要证明c是图G的满足(ii)条

件的一个染色.

因为顶点v11,v12,v21构成图G′中一个三角形, 从而c(v12) 6= c(v21), 由此知v11满足(ii)条件. 顶点v2,n−1,v1n,

v2n构成图G′中一个三角形, 从而c(v2,n−1) 6= c(v1n), 由此知v2n满足(ii)条件. 任意2≤ j≤n, 顶点v1j ,v1,j−1, v2j构成

图G′中一个三角形, 从而v1j满足(ii)条件. 任意1≤ j≤n−1, 顶点v1j ,v2j ,v2,j+1构成图G′中一个三角形, 从而v2j满

足(ii)条件.

综上,图G中所有点在染色c下满足(ii)条件,即c是图G的一个2-hued列表染色,因此, χL,2(G)≤ 4,情况1得证.

情况 2 m≥ 3且n≥ 3.

首先构造一个由图G加边得到的图G′′. V (G′′) = V (G), E(G′′) = E(G)∪{vijvi+1,j+1|i = 1,2, · · · ,m− 1; j =

1, 2, · · · ,n−1}∪{v12v21,vm−1,nvm,n−1}. 如图2所示.

断言 1: χL(G′′)≤ 4.

设L是图G′′的一个4-列表,按照如下顺序给图G′′的顶点染色, v11,v12, · · · ,v1n;v21, v22, · · · ,v2n; · · · ; vm−1,1,vm−1,2,

· · · ,vm−1,n. 继而染顶点vm,n−1,vm,n−2, · · · ,vm1, 随后染顶点vmn. 任意顶点vij , 该点的邻点中已染颜色的点至多

有3个, 而|L(vij)|=4, 总是可以选取L(vij)中的颜色染点vij . 因此, χL(G′′)≤ 4.

断言 2: χL,2(G)≤χL(G′′).

设c是图G′′的一个列表染色, 下面证明c是图G的一个2-hued列表染色, 我们只需要证明c是图G的满足(ii)条

件的一个染色.

因为顶点v11, v12, v21构成G′′中一个三角形,从而c(v12) 6= c(v21),由此知v11满足(ii)条件.顶点vmn, vm−1,n,vm,n−1

构成图G′′中一个三角形, 从而c(vm−1,n) 6= c(vm,n−1), 由此知vmn满足(ii)条件. 任意1 ≤ i ≤ m− 1; 2 ≤ j ≤ n, 顶

点vij , vi,j−1, vi+1,j构成图G′′中一个三角形,从而vij满足(ii)条件.任意2≤ i≤m; 1≤ j≤n−1,顶点vij , vi−1,j , vi,j+1构

成图G′′中一个三角形, 从而vij满足(ii)条件.
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图 2 图 G′′

综上,图G中所有点在染色c下满足(ii)条件,即c是图G的一个2-hued列表染色.因此, χL,2(G)≤ 4,情况2得证.

结合情况1和情况2, 对任意m≥ 2, n≥ 2, 都有χL,2(G)≤ 4, 定理2得证.

2 图Pm¤¤¤Cn的2-hued列表染色
在这一节, 我们总是用Pm, Cn分别来记m ≥ 2个顶点的路和n ≥ 2个顶点的圈. 记H = Pm¤Cn. V (H) =

{vij | 1≤ i≤m, 1≤ j≤n}.
引理 1[8]若图G是一个无爪完美图且χ(G)≤ 3, 则χL(G)= χ(G).

定理 3 若n≡ 0(mod 3), 则χL,2(P2¤Cn)= 3.

证明 记H = P2¤Cn, V (H) = {v11,v12, · · · ,v1n,v21,v22, · · · ,v2n}. 由(2)可知, χL,2(H)≥min{2, ∆(H)}+1 = 3,

下面我们只需证明χL,2(H)≤ 3. 记H ′为图H加上边{v21v1n, v1jvj+1| j =1,2, · · · ,n−1}所得图, 如图3所示.

图 3 图 H ′

断言 1: χL,2(H)≤χL(H ′).

设c是图H ′的一个列表染色, 下面证明c是图H的一个2-hued列表染色, 只需证明c是图H上满足(ii)条件的

一个染色. 由于顶点v11, v21, v1n构成图H ′中的一个三角形, 从而c(v21) 6= c(v1n), 由此知v11满足(ii)条件. 因为

顶点v1n, v21, v2n构成图H ′中的一个三角形, 从而c(v21) 6= c(v1n), 由此知v2n满足(ii)条件. 任意2 ≤ j ≤ n, 顶

点v1j , v1,j−1, v2j构成图H ′中的一个三角形, 从而c(v1,j−1) 6= c(v2j), 由此知v1j满足(ii)条件. 任意1≤ j ≤ n−1, 顶

点v2j , v1j , v2,j+1构成图H ′中的一个三角形, 从而c(v1j) 6= c(v2,j+1), 由此知v2j满足(ii)条件. 综上, 图H的所有点在

染色c下都满足(ii)条件. 由此可知χL,2(H)≤χL(H ′).

断言 2: χL(H ′)= 3.

图H ′是一个无爪完美图, 若χ(H ′)= 3, 则由引理1知, χL(H ′)= 3. 接下来我们证明χ(H ′)= 3.

因为图H ′中有K3, 所以χ(H ′) ≥ 3. 下面我们给出图H ′的一个3-染色, 以此说明χ(H ′) ≤ 3. 记c : V (H ′) →
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{1,2,3} 是如下一个染色:

c(v1j)=





1, j≡ 1(mod 3);

2, j≡ 2(mod 3);

3, j≡ 0(mod 3).

c(v2j)=





1, j≡ 0(mod 3);

2, j≡ 1(mod 3);

3, j≡ 2(mod 3).

由c的定义方式和n≡ 0(mod 3)知, 任意i = 1,2; 1≤ j ≤ n, vij的邻点的颜色与vij的颜色一定不同, 即c是图H ′的一

个正常染色. 因此χ(H ′)= 3, 断言2得证.

综合断言1和断言2, χL,2(H)≤ 3, 定理3得证.

定理 4 设m≥ 2, n≥ 3, 则χL,2(Pm¤Cn)≤ 5.

证明 记F =Pm¤Cn,首先构造一个由图F加边得到的图F ′. 其中, V (F ′)= V (F ), E(F ′)= E(F )∪{vijvi+1,j+1|
i=1,2, · · · ,m−1; j =1,2, · · · ,n−1}∪{vinvi+1,1, | i=1,2, · · · ,m−1}, 如图4所示.

图 4 图 F ′

断言 1: χL(F ′)≤ 5.

设L是图F ′的一个5-列表,按照如下顺序给图F ′的顶点染色, v11,v12, · · · ,v1n; v21,v22, · · · ,v2n; · · · ; vm1, vm2, · · · ,
vmn. 则该点的邻点中已染颜色的点至多有4个, 而|L(vij)| = 5, 总是可以选取L(vij)中的颜色染点vij . 因此,

χL(F ′)≤ 5.

断言 2: χL,2(F )≤χL(F ′).

设c是图F ′的一个列表染色, 下面证明c是图F的一个2-hued列表染色, 我们只需要证明c是图F的满足(ii)条

件的一个染色.

任意1 ≤ i ≤ m− 1, 2 ≤ j ≤ n, 因为顶点vij , vi,j−1, vi+1,j构成图F ′中一个三角形, 从而c(vi,j−1) 6= c(vi+1,j),

由此知vij满足(ii)条件. 任意1 ≤ i ≤ m− 1, 顶点vi1, vi+1,1, vin构成图F ′中一个三角形, 从而vi1满足(ii)条件. 任

意1 ≤ j ≤ n− 1, 顶点vmj , vm−1,j , vm,j+1构成图F ′中一个三角形, 从而vmj满足(ii)条件. 因为vmn, vm−1,n, vm1是

图F ′中的一个三角形, 从而c(vm−1,n) 6= c(vm1), 由此可知vmn满足(ii)条件.

综上, 图F中所有点在染色c下满足(ii)条件, 即c是图F的一个2-hued列表染色. 因此, χL,2(F )≤ 5.

图Cp
n是以{v1, · · · ,vn}为顶点集的图, 两个顶点vi和vj相邻当且仅当j ∈ {i−p, · · · , i−2, i−1, i+1, i+2, · · · , i+

p} (mod n).
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引理 2[10] 若G =Cp
n, 则χL(G)= χ(G).

设H为图G的导出子图, 记col(G)= max{δ(H)}+1.

引理 3[11] 对于任意图G和H, χL(G¤H)≤min{χL(G)+col(H), col(G)+χL(H)}−1.

定理 5 设m≥ 2, n≡ 0(mod 3), 则χL,2(Pm¤Cn)≤ 4.

证明 下面我们通过两个断言证明定理5.

断言 1: χL,2(Pm¤Cn)≤χL(Pm¤C2
n).

设c是(Pm¤C2
n)的一个列表染色, 要证明断言. 需要证明c是Pm¤Cn的一个2-hued列表染色. 因为Pm¤C2

n可

以由Pm¤Cn加边得到, 因此只需证明c是Pm¤Cn的一个满足(ii)条件的染色.

记V (Pm¤Cn) = {vij |1≤ i≤m, 1≤ j ≤ n}. 在Pm¤C2
n中, 对每个1≤ i≤m, 1≤ j ≤ n, vi,j−1vijvi,j+1是一个K3,

由此知c(vi,j−1) 6= c(vi,j+1), 从而vij在染色c下满足(ii)条件. 因此, χL,2(Pm¤Cn)≤χL(Pm¤C2
n).

断言 2: χL(Pm¤C2
n)≤ 4.

由公式(4)知, 当n≡ 0(mod 3)时, χ(C2
n)= 3.

由引理2知, χL(C2
n)= χ(C2

n), 从而χL(C2
n)= 3.

由定义知χL(Pm)= 2, col(Pm)= 2. 当n =3时, col(C2
3 )= 3, 当n≥ 6且n≡ 0(mod 3)时, χ(C2

n)= 5.

由引理3知, 当n = 3, χL(Pm¤C2
3 )≤min{χL(Pm)+ col(C2

3 ),χL(C2
3 )+ col(Pm)}−1 = min{2+3,3+2}−1 = 4.

当n≥ 6且n≡ 0(mod 3)时, χL(Pm¤C2
n)≤min{χL(Pm)+col(C2

n),χL(C2
n)+col(Pm)}−1= min{2+5,3+2}−1= 4.

综上, χL(Pm¤C2
n)≤ 4, 综合断言1, 2知χL,2(Pm¤Cn)≤ 4, 定理5得证.
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