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一类具有媒体报道和环境传播的 SEVIQBR

传染病模型的动力学分析∗

罗颜涛，陆腾腾，杨谨鸿

(新疆大学 数学与系统科学学院，新疆 乌鲁木齐 830017)

摘 要：考虑媒体报道以及环境传播对疾病传播的影响,建立了一类受媒体报道和环境传播影响的 SEVIQBR传染病

模型. 首先, 通过下一代矩阵的方法得到了模型的基本再生数 R0, 基于基本再生数讨论模型无病平衡点以及地方病平

衡点的存在性. 接着, 借助 Hurwitz判据研究了无病平衡点的局部稳定性, 并构造适当的 Lyapunov函数证明无病平衡

点的全局渐近稳定性. 结果表明: 当基本再生数R0 < 1时, 模型的无病平衡点是全局渐近稳定的, 当 R0 满足一定条件

时, 模型的地方病平衡点是存在的. 最后, 通过数值模拟验证了理论结果.
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Dynamic Analysis of a SEVIQBR Infectious Disease Model with

Media Coverage and Environmental Transmission

LUO Yantao, LU Tengteng, YANG Jinhong

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：Considering the influence of media reports and environmental transmission on disease transmission,

a SEVIQBR infectious disease model is established. Firstly, the basic reproduction number R0 of the model

is obtained by the next generation matrix method. Based on the basic reproduction number, the existence of

disease-free equilibrium and endemic equilibrium of the model is discussed. Then, the local stability of disease-free

equilibrium is studied by means of Hurwitz criterion, and the global asymptotic stability of disease-free equilibrium

is studied by constructing an appropriate Lyapunov function. The results show that when the basic reproduction

number R0 < 1, the disease-free equilibrium of the model is globally asymptotically stable. When R0 satisfies

certain conditions, the endemic equilibrium of the model exists. Finally, we give some numerical simulations to

explain the theoretical results.
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0 引 言

传染病严重威胁着人类的生存与发展, 例如十四世纪中期的鼠疫、1918年的西班牙大流感、二十一世纪以

来的 SARS、甲型 H1N1、埃博拉病毒以及近年来的 COVID-19等, 导致全球重大人员死亡, 因此预测传染病的

发展趋势是防控工作的重中之重.
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众所周知, 数学模型是研究传染病的有效方法之一. 近年来, 许多数学家、生物学家利用数学方法研究了传

染病模型并取得了诸多成果[1−2]. 此外, 接种疫苗也是防治传染病的有效方法之一, 因此, 一些学者将疫苗接种

引入到数学模型中, 如李学志等[3]基于疫苗接种等因素建立了一类具有疫苗接种时滞的两菌株传染病模型, 分

析了平衡点的存在性与稳定性, 得到了 Hopf分支存在的条件. 在新媒体时代, 民众会依据媒体的报道采取措施

以应对传染病, 故在疾病传播过程中考虑媒体效应也同样重要, 这也使一些学者将媒体效应引入到数学模型中,

如桑瑞等[4]基于媒体报道因素建立了一类具有媒体报道的双斑块迁移 SIRS传染病模型, 研究媒体报道作用下

易感者与感染者迁移速率的改变对斑块内疾病状态的影响,得到了无病平衡点与地方病平衡点的全局渐近稳定

性. 此外, 现今流行的许多传染病往往都具有环境传播的特点, 例如患者在咳嗽、打喷嚏或者大声说话时, 会喷

出携带传染性病菌的飞沫, 进而使他人感染. 故一些学者对此进行了深入研究并将环境传播引入到数学模型中,

如郭婷等[5]基于环境传播建立了一类具有环境传播的 SIQR模型, 并推导出了模型的基本再生数 R0, 给出了模

型无病平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性.

然而, 目前将环境传播、疫苗接种以及媒体效应等因素综合考虑的传染病模型较少, 因此我们改进了张钰

倩等[6]建立的模型, 在模型中加入了潜伏期, 并考虑了易感者人群的疫苗接种及免疫失效过程, 同时将环境传播

纳入到模型中, 建立了一类具有媒体报道和环境传播的 SEVIQBR传染病模型.

1 模型的建立和分析

将人群分为易感者 S、潜伏者 E、感染者 I、疫苗接种者 V、康复者 R、隔离者 Q, 通过分析传染病的传播

机制给出如图 1所示的疾病传播流程图.

图 1 疾病传播流程图

根据图 1我们可得模型 (1)




dS

dt
=A−α(1−m(I))ρ2(I)SI−(1−α)ρ1(I)SI−αnBS −αm(I)ρ2(I)SI−(µ+ν)S +pV

dE

dt
=α(1−m(I))ρ2(I)SI +(1−α)ρ1(I)SI +αnBS +εαV (1−m(I))ρ2(I)I

+εV (1−α)ρ1(I)I +εαnV B−(µ+δ)E

dV

dt
= vS−pV −µV −εαnV B−εV (1−α)ρ1(I)I−εαV (1−m(I))ρ2(I)I

dI

dt
= δE−(µ+d1 +m+γ1)I

dQ

dt
=mI +αm(I)ρ2(I)SI−γ2Q−(µ+d2)Q

dB

dt
= kI−τB

dR

dt
= γ1I +γ2Q−µR

(1)

其中: 函数m(I)= I/(I+σ), 表示去过病毒污染场所的易感者的追踪隔离率, σ为追踪报道的准确率, 准确率越

高, σ越小. ρ1(I)= β1−β0f(I), ρ2(I)= β2−β00f(I), β1和 β2为易感者与感染者的最大有效接触率, β0和 β00为
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媒体报道对疾病传播的最大削减作用. 函数 f(I)表示媒体报道影响传染率的饱和函数, 并且满足条件




f(0)= 0,

f ′(I)≥ 0,

lim
I→∞

f(I)= 1,

∂ {β1−β0f(I)SI}
∂I

> 0,
∂ {β2−β00f(I)SI}

∂I
> 0.

模型中的其它参数含义见表 1.

表 1 参数含义

参数 含义 参数 含义

B(t) t时刻环境中病毒的数量 k 感染者释放到环境中病毒的速率

A 人口常数 τ 病毒的失效率

α 去过病毒场所的易感者比例 d1 感染者的因病死亡率

ν 接种疫苗率 γ1 感染者的恢复率

n 接触病毒并成为潜伏者的概率 p 免疫失效率

µ 自然死亡率 ε 疫苗影响因子

m 感染者隔离率 δ 潜伏者进入染病者的转移率

γ2 隔离者的恢复率 d2 隔离者的因病死亡率

因为 Q与 R不出现在模型 (1)的其它方程中, 故我们接下来讨论模型 (2)




dS

dt
=A−α(1−m(I))ρ2(I)SI−(1−α)ρ1(I)SI−αnBS

−αm(I)ρ2(I)SI−(µ+ν)S +pV

dE

dt
=α(1−m(I))ρ2(I)SI +(1−α)ρ1(I)SI +αnBS +εαV (1−m(I))ρ2(I)I

+εV (1−α)ρ1(I)I +εαnV B−(µ+δ)E

(2)





dV

dt
= vS−pV −µV −εαnV B−εV (1−α)ρ1(I)I−εαV (1−m(I))ρ2(I)I

dI

dt
= δE−(µ+d1 +m+γ1)I

dB

dt
= kI−τB

用比较原理[7]可以得到模型的正不变集如下

Ω=
{

(S,V,E,I,B)∈R5
+ :S,E,V,I,B≥ 0,S +E +V +I ≤ A

µ
,B≤ kA

πµ

}
(3)

2 基本再生数和平衡点的存在性

首先给出模型 (2)的基本再生数及无病平衡点和地方病平衡点的存在性. 显然模型存在无病平衡点 P0(S0,

V0,0,0,0), 其中 S0和 V0分别为

S0 =
(p+µ)A

(p+µ)(µ+v)−pv
, V0 =

νA

(p+µ)(µ+v)−pv
(4)

利用次代矩阵[8]计算基本再生数, 定义矩阵 F 和 V 如下

F =




0 αβ2S0 +β1S0−αβ1S0 +εV0αβ2 +εV0(1−α)β1 αnS0 +εαnV0

0 0 0

0 0 0


 ,
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V =




µ+δ 0 0

−δ µ+d1 +m+γ1 0

0 −k τ


 ,

根据 R0 = ρ(FV −1) 可得模型 (2)的基本再生数

R0 =
δA(p+µ+εν)(τ(αβ2 +β1−αβ1)+knα)

τ(µ+δ)(µ+d1 +m+γ1)((p+µ)(µ+ν)−pν)
.

定理 1 当 R0 < 1时, 模型 (2)的无病平衡点 P0 是局部渐近稳定的; 当 R0 > 1时, 模型 (2)的无病平衡点

P0是不稳定的.

证明 由模型 (2)可得在无病平衡点 P0处的雅可比矩阵 J 为

J =




−(µ+ν) 0 ν 0 0

0 −(µ+δ) 0 δ 0

p 0 −(p+µ) 0 0

A B C −(µ+d1 +m+γ1) k

−αnS0 αnS0 +εαnV0 −εαnV0 0 −τ




,

计算矩阵 J 的特征多项式可得

|λE−J |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+(µ+ν) 0 −ν 0 0

0 λ+(µ+δ) 0 −δ 0

−p 0 λ+(p+µ) 0 0

−A −B −C λ+(µ+d1 +m+γ1) −k

αnS0 −αnS0−εαnV0 εαnV0 0 λ+τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

其中

A =−αβ2S0−(1−α)β1S0,

B =αβ2S0 +(1−α)β1S0 +εαβ2V0 +ε(1−α)β1V0,

C =−εαβ2V0−ε(1−α)β1V0.

进一步, 将 A、B、C 代入得到如下特征方程

|λE−J |=(λ+µ)(λ+p+v+µ)(a3λ
3 +a2λ

2 +a1λ+a0)

= 0,

其中 a0、a1、a2、a3 分别为




a0 =(µ+δ)(µ+d1 +m+γ1)τ(1−R0),

a1 =(µ+δ)τ +(µ+d1 +m+γ1)τ

+(µ+δ)(µ+d1 +m+γ1)
(
1− δ(αβ2 +(1−α)β1)(S0 +εV0)

(µ+δ)(µ+d1 +m+γ1)

)
,

a2 =2µ+d1 +m+γ1 +τ,

a3 =1.

注意到
δ (αβ2 +(1−α)β1)(S0 +εV0)

(µ+δ)(µ+d1 +m+γ1)
<

δ
(
αβ2 +(1−α)β1 +αn k

τ

)
(S0 +εV0)

(µ+δ)(µ+d1 +m+γ1)
=R0,
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42 =

∣∣∣∣∣
a2 a3

a0 a1

∣∣∣∣∣ = a1a2−a0a3.

因此, 当R0 < 1时, a0 > 0, a1 > 0, ∆2 > 0, 又因为 a2 > 0, a3 > 0, 再根据 Hurwitz判据[9]可得无病平衡点 P0是局

部渐近稳定的, 当R0 > 1时, 无病平衡点 P0是不稳定的.

假设存在地方病平衡点 P ∗(S∗,V ∗,E∗, I∗,B∗), 则有




A−α(1−m(I∗))ρ2(I∗)S∗I∗−(1−α)ρ1(I∗)S∗I∗−αnBS∗

−αm(I∗)ρ2(I∗)S∗I∗−(µ+v)S∗+pV ∗ =0,

α(1−m(I∗))ρ2(I∗)S∗I∗+(1−α)ρ1(I∗)S∗I∗+αnB∗S∗

+εV ∗(1−m(I∗))ρ2(I∗)I∗+εV ∗(1−α)ρ1(I∗)I∗+εαnV ∗B∗−(µ+δ)E∗ =0,

vS∗−pV ∗−µV ∗−εαnV ∗B∗−εV ∗(1−α)ρ1(I∗)I∗−εV ∗(1−m(I∗))ρ2(I∗)I∗ =0,

δE∗−(µ+d1 +m+γ1)I∗ =0,

kI∗−τB∗ =0.

由上式方程组的第 4个和第 5个方程可得

B∗ =
k

τ
I∗ (5)

E∗ =
µ+d1 +m+γ1

δ
I∗ (6)

将式 (5)和 (6)代入方程组中得

S∗+εV ∗ =
(S0 +εV0)

(
αβ2 +(1−α)β1 +αn k

τ

)
(µ(p+µ+v))

R0

(
α(1−m(I))ρ2 +(1−α)ρ1 +αn k

τ

) (7)

再将式 (5)和 (6)代入方程组中第一式和第三式得到 S∗和 V ∗关于 I 的表达式

S∗(I)=
AM

MN−pv
,V ∗(I)=

Av

MN−pv
(8)

其中M 和 N 分别为 



M = p+µ+εαn
k

τ
I∗+ε(1−α)ρ1I

∗+εα

(
1− I∗

I∗+σ

)
ρ2I

∗,

N =αρ2I
∗+(1−α)ρ1I

∗+µ+v+
αnkI∗

τ
.

由式 (8)得

S∗′ =−A(M ′pv+M2N ′)
(MN−pv)2

< 0,V ∗′ =−vA(M ′N−MN ′)
(MN−pv)2

< 0.

定义函数

H(I)= S(I)+εV (I)− (S0 +εV0)
(
αβ2 +(1−α)β1 +αn k

τ

)
(µ(p+µ+v))

R0

(
α(1−m(I))ρ2(I)+(1−α)ρ1(I)+αn k

τ

) ,

则对于所有的 I ≥ 0, 都有

H ′(I)= S′(I)+εV ′(I)−
( (S0 +εV0)(αβ2 +(1−α)β1 +αn k

τ
)(µ(p+µ+ν))

R0(α(1−m(I))ρ2 +(1−α)ρ1 +αn k
τ
)

)′

=S′(I)+εV ′(I)−ΦΨ

< 0,

其中 



Φ=
(S0 +εV0)(αβ2 +(1−α)β1 +αn k

τ
)(µ(p+µ+ν))

R0

,

Ψ=
ασ

(I+σ)2
ρ2(I)+(α(1−m(I))β00 +(1−α)β0)f ′(I)

(α(1−m(I))ρ2(I)+(1−α)ρ1(I)+αn k
τ
)2

.
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故 H(I)关于 I 单调递减. 当 I = 0时, H(0) = S0 + εV0− ((S0 +εV0)(µ(µ+p+v)))/R0, 可得 H(0) > 0⇔R0 >

µ(µ+p+v), 令 X(I)、Y (I)、Ȳ 为





X(I)= αρ2(I)+(1−α)ρ1(I),

Y (I)= α(1−m(I))ρ2(I)+(1−α)ρ1(I)+αn
k

τ
,

Ȳ =αβ2 +(1−α)β1 +αn
k

τ
.

将 H(I)通分化简后可得

H(I) < 0⇔R0 <
Ȳ

Y (I)
(µ+ν +X(I)I)(p+µ+ν),

代入 I =A/µ, 即

R0 <
Ȳ

Y (A
µ
)
(µ+ν +X(

A

µ
)
A

µ
)(p+µ+εν).

综上所述,

1) 当R0 <µ(p+µ+ν)= H 时, H(0)< 0, 地方病平衡点不存在.

2) 当R0 > (Ȳ /Y (A/µ))(µ+ν +X(A/µ)A/µ)(p+µ+εν)= G 时, H(A/µ) > 0,地方病平衡点不存在.

3) 当 H ≤R0≤G时, 存在地方病平衡点 P ∗(S∗,E∗,V ∗, I∗,B∗).

3 无病平衡点的全局渐近稳定性

定理 2 当R0 < 1时, 模型 (2)的无病平衡点 P0(S0,V0,0,0,0)在 Ω上是全局渐近稳定的.

证明 由文献 [10], 并利用模型 (2)的无病平衡点 P0(S0,V0,0,0,0)改写模型为




dS

dt
=S(A(

1
S
− 1

S0

)+p(
V

S
− V0

S0

)−αm(I)ρ2(I)I−(1−α)ρ1(I)I

−αnB−αm(I)ρ2(I)I),

dE

dt
=(α(1−m(I))ρ2(I)I +(1−α)ρ1(I)I)(S +εV )+αnB((S−S0)

+ε(V −V0))−(µ+δ)E,

dV

dt
=V (v(

S

V
− S0

V0

)−εαnB−ε(1−α)ρ1(I)I−εα(1−m(I))ρ2(I)I),

dI

dt
= δE−(µ+d1 +m+γ1)I,

dB

dt
= kI−τB.

定义 Lyapunov函数如下

L=S−S0−S0 ln
S

S0

+V −V0−V0 ln
V

V0

+E +
αn(S0 +εV0)

τ
B+

µ+δ

δ
I,

则函数 L的全导数为

dL

dt
=(S−S0)

[
A(

1
S
− 1

S0

)+p(
V

S
− V0

S0

)−αm(I)ρ2(I)I−(1−α)ρ1(I)I−αnB

−αm(I)ρ2(I)I
]
+(α(1−m(I))ρ2(I)I +(1−α)ρ1(I)I +αnB)(S +εV )

−(µ+δ)E +(V −V0)
[
v(

S

V
− S0

V0

)−εαnB−ε(1−α)ρ1(I)I

−εα(1−m(I))ρ2(I)I
]
+

µ+δ

δ
(δE−(µ+d1 +m+γ1)I)+

αn(S0 +εV0)
τ

(kI−τB)

= (S−S0)
[
A(

1
S
− 1

S0

)+p(
V

S
− V0

S0

)
]
+(V −V0)v(

S

V
− S0

V0

)−(S−S0)αm(I)ρ2(I)I
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+
[
α(1−m(I))ρ2(I)I +(1−α)ρ1(I)I

]
(S0 +εV0)− µ+δ

δ
(µ+d1 +m+γ1)+

αn(S0 +εV0)
τ

kI

< (S−S0)
[
A(

1
S
− 1

S0

)+p(
V

S
− V0

S0

)
]
+

µ+δ

δ
(µ+d1 +m+γ1)I(R0−1)

=µV0(3− V

V0

− S0

S
− V0S

V S0

)+pV0(2− V0S

V S0

− S0V

SV0

)+µS0(2− S

S0

− S0

S
)

+
µ+δ

δ
(µ+d1 +m+γ1)I(R0−1).

因此, 当 R0 < 1 时, dL/dt ≤ 0, 其中 dL/dt = 0 当且仅当 S = S0、V = V0、I = I0. 故单点集 P0 是集合

{(S,V,E,I,B)∈Ω| dL/dt =0}上的最大不变集[11]. 由定理 1 和 LaSalle不变集原理[12]知, 当 R0 < 1时, 无病平

衡点 P0是全局渐近稳定的.

4 数值模拟

本节对模型 (2)进行数值模拟, 取函数 f(I) = I/(I +θ) (θ > 0为媒体报道下易感者对疾病信息认识的偏差

程度).选取参数 A = 0.01、α = 0.05、β1 = 0.5、β2 = 0.9、β0 = 0.45、β00 = 0.85、σ = 200、n = 0.1、m = 0.2、µ =

0.013 1、v =0.9、ε =0.08、δ =0.6、p =0.95、d1 =0.01、d2 =0.007、γ1 =0.15、γ2 =0.01、τ =3.6、k =20、θ =0.007 6.

容易计算出R0 =0.609 4 < 1. 借助Matlab给出模型 (2)的解随着时间 t的变化轨线 (如图 2所示), 由图 2可知,

无病平衡点 P0是全局渐近稳定的, 即疾病会灭绝.

选取参数 A = 0.1、α = 0.85、β1 = 0.5、β2 = 0.9、β0 = 0.48、β00 = 0.88、σ = 200、n = 0.05、m = 0.96、µ =

0.013 1、v =0.96、ε =0.2、δ =0.9、p =0.95、d1 =0.02、d2 =0.01、γ1 =0.08、γ2 =0.2、τ =3.6、k =15、θ =0.007 6,

简单计算可得R0 =4.284 3 > 1, H =0.025 2 和 G =6.742 4, 由定理 2可知, 当R0 > 1且满足H <R0 <G时存在

地方病平衡点 P ∗, 借助Matlab给出模型 (2)的解随着时间 t的变化轨线 (如图 3所示), 由图 3可知, 地方病平

衡点 P ∗存在且是全局渐近稳定的, 即疾病会持续存在.
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图 2 无病平衡点的全局渐近稳定性
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图 3 地方病平衡点的全局渐近稳定性

5 结论与展望

本文研究了一类具有环境传播、疫苗接种及媒体报道等因素影响的 SEVIQBR模型. 通过比较原理得到模

型的正不变集,借助下一代算子方法推导出疾病的基本再生数R0. 同时,借助 Hurwitz判据分析得出:当R0 < 1

时无病平衡点是局部渐近稳定的, 通过构造 Lyapunov函数得到了无病平衡点的全局渐近稳定性. 当 R0 > 1 且

满足其它条件时, 模型存在地方病平衡点, 最后数值模拟验证了在地方病平衡点存在时, 它是全局渐近稳定的.

由于本文建立的模型维数较高且各仓室之间耦合性强, 关于地方病平衡点全局渐近稳定性的分析存在一定的困

难, 这将是后续值得深入探讨的问题.
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