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摘 要：设太阳图 C(q1, q2, · · · , qr)是顶点数为 n = r+
∑r

i=1 qi (r≥ 3)的单圈图, 其满足删除所有的悬挂点后得到的

图是圈 Cr. 应用广义 Fiedler引理, 分别研究了太阳图 C(q1, q2, · · · , qr)的邻接谱、拉普拉斯谱和 Randić谱. 最后, 作为

这些结果的应用, 分别考虑了偶太阳图的能量的上界和 Randić能量的上界.
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The Spectra of Sun Graph and Their Energy

WU Yangyang, MA Xiaoling

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：Sun graph C(q1, q2, · · · , qr) is a unicyclic graph of order n = r+
∑r

i=1 qi (r≥ 3) such that removing all

its pendent vertices give rise to a cycle Cr. Applying generalized Fiedler lemma, we obtain the adjacency spectra,

Laplacian spectra and Randić spectra of sun graph C(q1, q2, · · · , qr), respectively. Finally, as applications of these

results, we derive upper bounds of the energy and the Randić energy of even sun graph, respectively.
Key words： sun graph; adjacency spectra; Laplacian spectra; Randić spectra; Randić energy

0 引 言

本文考虑的图均为有限简单无向图. 设图 G = (V (G),E(G)), 其中 V (G) = {v1,v2, · · · ,vn}是图 G的顶点集,

E(G)是图 G的边集, 并且设图 G的点数 n = |V (G)|. 若 u ∈ V (G), 则 NG(u) = {v ∈ V (G) : uv ∈E(G)}. 在图 G

中顶点 u的度用 dG(u)表示, 其为在图 G中与点 u所关联的边的数目, 即: dG(u)= |NG(u)|.
图 G的邻接矩阵A(G) = (aij)n×n是对称矩阵, 如果 vivj ∈E(G), 那么 aij = 1, 否则 aij = 0. 邻接矩阵A(G)

的特征值 λ1,λ2, · · · ,λn也是图G的特征值[1−2]. 如果图G有m个不同的特征值,则 σ(G)表示邻接矩阵A(G)的

谱, 记为 σA(G)= {λ(s1)
1 , · · · ,λ(sj)

j , · · · ,λ(sm)
m }, 其中 sj 是特征值 λj 的重数, 1≤ j≤m.

若邻接矩阵A(G)的特征值为 λ,其对应的特征向量为 u,用 (λ,µ)表示邻接矩阵A(G)的一个特征对. 图G

邻接矩阵的特征对也叫做图 G的特征对. 图 G的拉普拉斯矩阵 L(G) = D(G)−A(G), 其中D(G)是图 G的度

对角矩阵, 即: D(G) = diag(dG(v1),dG(v2), · · · ,dG(vn)). 图 G的拉普拉斯谱用 σL(G)表示. 图 G的 Randić矩阵

R(G) = (rij)n×n, 如果 vivj ∈E(G), 那么 rij = 1/
√

didj , 否则 rij = 0. 图 G的 Randić谱用 σR(G)表示[3]. 任意 n

阶对称矩阵 C, 有特征值 α1,α2, · · · ,αn, 其谱用 σ(C)表示.

图 G的能量定义为 E(G) =
∑n

j=1 |λj |. 类似的, 若图 G的 Randić 矩阵的特征值为 β1,β2, · · · ,βn, 则图 G的

Randić能量定义为 ER(G)=
∑n

j=1 |βj |.
设图G1和图G2是两个不相交的简单图,两个图的连接图,记为 G1

∨
G2,是由图G1的每个顶点与图G2的

每个顶点相连得到的图G ,即: 图G的顶点集为 V (G1)∪V (G2),边集为E(G1)∪E(G2)∪{ij : i∈V (G1), j ∈V (G2)}.
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设 F 为 k个图 G1,G2, · · · ,Gk 构成的集合, 其中每个图 Gi 有 ni 个顶点, 其中 i = 1,2, · · · ,k. 设 H 是点集为

V (H)= {v1,v2, · · · ,vk}的图. 若 vivj ∈E(H),则图Gi的每个顶点与图Gj的每个顶点相连. k 个图G1,G2, · · · ,Gk

的 H-联图[4], 记为 G =
∨

H
{Gi,vi ∈V (H)}, 点集为 V (G)=

⋃k

i=1
V (Gi), 边集为

E(G)=
( k⋃

i=1

E(Gi)
)∪( ⋃

uw∈E(H)

{ij : i∈V (Gu), j ∈V (Gw)}).

特别的, 当 H = K2 时, H-联图是通常的两个图的连接图. H-联图的定义与广义图的定义一致, 广义图记为

H[G1,G2, · · · ,Gk][5], 其中 H 是 k个顶点的任意图. 为了更好地理解 H-联图的定义, 这里举一个例子 , 如图 1所

示. 其中 H =P3, F = {K4,K2,C3}.

图 1 F = K4,K2,C3 的 P3-联图
∨

P3
{K4,K2,C3}

设太阳图 C(q1, q2, · · · , qr)是顶点数 n = r+
∑r

i=1 qi的单圈图, 其满足删除所有的悬挂点后得到的图是圈 Cr,

其中 r≥ 3, qi≥ 1, i=1,2, · · · , r. 特别的, 对于任意的 i, 当 qi =1时, 记太阳图 C(1,1, · · · ,1)= H0. 我们对图H0中

的顶点如下标号 (如图 2所示):

1)我们从 1到 r开始标记圈 Cr 中的顶点;

2)标记圈 Cr 上点 i处的悬挂顶点为 r+ i, 1≤ i≤ r.

图 2 图 H0 及图 C(q1, q2, · · · , qr) = H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr ]

根据上述的标号, 可知图 H0的邻接矩阵为

A(H0)=

(
A(Cr) Ir

Ir 0

)
(1)

其中: A(Cr)为圈 Cr 的邻接矩阵.

为了方便表示,太阳图C(q1, q2, · · · , qr)可表示为广义图H[G1,G2, · · · ,G2r],其中H =H0,而 {G1,G2, · · · ,G2r}
= {K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr

}, 即

C(q1, q2, · · · , qr)= H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr
] (2)

并且集合 {G1,G2, · · · ,G2r}中这 2r个图的顶点个数 ni为

ni =

{
1, i=1,2, · · · , r;

qi−r, i = r+1, r+2, · · · ,2r.
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众所周知, 图矩阵的谱信息可以反映对应图的一些结构性质. 因此, 图的谱的计算成为图论领域中广泛关

注的问题. 此外, 图谱理论的方法已被应用于量子物理、化学、计算机科学等多个领域[6−8]. 近年来, 通过图运

算构造的图的谱性质得到了学者们广泛的研究. 常见的图运算有: 笛卡儿积运算、冠运算、字典序积运算等.

如，Cheng等[9]研究了冠运算图G1◦Km1,m2 的邻接谱问题.卢志琴等[10]研究了两种分裂点连接运算图的 Randić

(规范化拉普拉斯、规范化无符号拉普拉斯)谱, 并计算了新构造图的度基尔霍夫指数和生成树的数目.

1974年, Fiedler[11]给出了由两个对称矩阵确定的新矩阵的特征值与原矩阵的特征值之间关系的 Fiedler引

理 (引理 1). 2010年, 在 Fiedler引理的基础上, Robbiano等[12]得到了图的特征空间, 并将其结果应用到图的能

量上. 2011年, Cardoso等[13]将 Fiedler引理应用到两个正则图的连接运算上, 并且将 Fiedler引理推广到 k个对

称矩阵上. 接着, 利用推广的结论, 研究了 k 个正则图的 H-联运算图的特征值问题, 此时 H = Pk, 即: 点数为

k的一条路. 2013年, Cardoso等[4]进一步推广了 Fiedler引理, 考虑了 k个任意图的 H-联运算图的拉普拉斯特

征值问题, 同时给出了 k个正则图的 H-联运算图的邻接特征值, 其中 H 是任意图. 2017年, Andrade等[14]根据

Fiedler引理的推广结论, 研究了 H-联图的 Randić矩阵的特征值及其相关问题.

根据前人研究,我们应用广义 Fiedler引理,分别研究了太阳图的邻接谱、拉普拉斯谱和 Randić谱.最后,作

为这些谱的应用, 分别给出了偶太阳图能量的上界和 Randić能量的上界.

1 广义 Fiedler引理及其应用
在这部分,我们首先列出 Fiedler引理及广义 Fiedler引理,并且给出运用广义 Fiedler引理得到H-联图的邻

接谱、拉普拉斯谱和 Randić谱, 这些内容将在我们后续的研究中起到十分重要的作用.

引理 1[11] (Fiedler引理) 设A是m阶对称矩阵, 特征对为 (αi,ui), i=1,2, · · · ,m. 设B是 n阶对称矩阵, 其

特征对为 (βi,vi), i=1,2, · · · ,n. 假设 ‖u1‖=1 = ‖v1‖, 则对任意实数 ρ, 矩阵

C =

(
A ρu1v

T
1

ρv1u
T
1 B

)

的特征值为 α2,α3, · · · ,αm, β2,β3, · · · ,βn, γ1,γ2, 其中 γ1,γ2是矩阵 Ĉ =

(
α1 ρ

ρ β1

)
的特征值.

引理 2[4] (广义 Fiedler引理)设有 k个mj 阶对称矩阵Aj ,每个矩阵的特征对为 (αr,j ,ur,j),其中 r =1,2, · · · ,
mj , j =1,2, · · · ,k. 假设每个矩阵的特征向量 ur,j 是正交的,则对任意 k(k−1)/2个实数 ρ1,2,ρ1,3, · · · ,ρ1,k,ρ2,3, · · · ,
ρ2,k, · · · ,ρk−1,k, 矩阵

C =




A1 ρ1,2ui1,1u
T
i2,2 · · · ρ1,k−1ui1,1u

T
ik−1,k−1 ρ1,kui1,1u

T
ik,k

ρ1,2ui2,2u
T
i1,1 A2 · · · ρ2,k−1ui2,2u

T
ik−1,k−1 ρ2,kui2,2u

T
ik,k

...
...

. . .
...

...

ρ1,k−1uik−1,k−1u
T
i1,1 ρ2,k−1uik−1,k−1u

T
i2,2 · · · Ak−1 ρk−1,kuik−1,k−1u

T
ik,k

ρ1,kuik,ku
T
i1,1 ρ2,kuik,ku

T
i2,2 · · · ρk−1,kuik,ku

T
ik−1,k−1 Ak




的特征值为
(⋃k

j=1{α1,j ,α2,j , · · · ,αmj ,j\{αij ,j}}
)∪{γ1,γ2, · · · ,γk}, 其中 γ1,γ2, · · · ,γk是矩阵

Ĉ =




αi1,1 ρ1,2 · · · ρ1,k−1 ρ1,k

ρ1,2 αi2,2 · · · ρ2,k−1 ρ2,k

...
...

. . .
...

...

ρ1,k−1 ρ2,k−1 · · · αik−1,k−1 ρk−1,k

ρ1,k ρ2,k · · · ρk−1,k αik,k



的特征值.

值得注意的是 αij ,j 是 (α1,j , · · · ,αmj ,j)中的元素, j =1,2, · · · ,k.

定理 1[4] 设 H 是 k 个顶点的图, Gj 是 nj 个顶点的 pj-正则图, 其邻接谱为 σA(Gj), 其中 pj ≥ 0, nj ≥ 1,
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j =1,2, · · · ,k. 如果图 G =H[G1,G2, · · · ,Gk], 则

σA(G)=
( k⋃

j=1

(σA(Gj)\{pj})
)∪σ(Ĉ),

其中

Ĉ =




p1 ρ1,2 · · · ρ1,k−1 ρ1,k

ρ1,2 p2 · · · ρ2,k−1 ρ2,k

...
...

. . .
...

...

ρ1,k−1 ρ2,k−1 · · · pk−1 ρk−1,k

ρ1,k ρ2,k · · · ρk−1,k pk




(3)

且 ρi,j = δij
√

ninj , 如果 ij ∈E(H), δij =1, 否则 δij =0, i=1,2, · · · ,k−1, j = i+1, i+2, · · · ,k.

特别的, 对于 j =1,2, · · · ,k, 如果 pj =0, 则 Ĉ =ΛA(H)Λ, 其中 Λ= diag(
√

n1,
√

n2, · · · ,√nk).

定理 2[4] 设H 是 k个顶点的图, Gj 是 nj 个顶点的图, 其拉普拉斯谱为 σL(Gj), 其中 j =1,2, · · · ,k. 如果图

G =H[G1,G2, · · · ,Gk], 则

σL(G)=
( k⋃

j=1

(Nj +(σL(Gj)\{0}))
)∪σ(C̃),

其中

C̃ =




N1 −ρ1,2 · · · −ρ1,k−1 −ρ1,k

−ρ1,2 N2 · · · −ρ2,k−1 −ρ2,k

...
...

. . .
...

...

−ρ1,k−1 −ρ2,k−1 · · · Nk−1 −ρk−1,k

−ρ1,k −ρ2,k · · · −ρk−1,k Nk




(4)

此时, ρi,j = δij
√

ninj , 如果 ij ∈E(H), δij =1, 否则 δij =0, 且 Nj +(σL(Gj)\{0}) 表示在 (σL(Gj)\{0})中每个元
素加 Nj , Nj =

∑
i∈NH (j) ni, i=1,2, · · · ,k−1, j = i+1, i+2, · · · ,k.

定理 3[14] 设 H 是 k 个顶点的图, Gj 是 nj 个顶点的 pj-正则图, 其邻接谱为 σA(Gj), 其中 pj ≥ 0, nj ≥ 1,

j =1,2, · · · ,k. 如果图 G =H[G1,G2, · · · ,Gk], 那么图 G的 Randić谱

σR(G)=
k⋃

j=1

{ λ

Nj +pj

:λ∈σA(Gj)\{pj}
}∪σ(Γ̂),

其中 Nj =
∑

i∈NH (j) ni, j =1,2, · · · ,k,

Γ̂=




p1
N1+p1

ρ1,2 · · · ρ1,k−1 ρ1,k

ρ1,2
p2

N2+p2
· · · ρ2,k−1 ρ2,k

...
...

. . .
...

...

ρ1,k−1 ρ2,k−1 · · · pk−1
Nk−1+pk−1

ρk−1,k

ρ1,k ρ2,k · · · pk−1,k
pk

Nk+pk




(5)

并且

ρi,j = δij

√
ninj√

(Ni +pi)(Nj +pj)
,

如果 ij ∈E(H), δij =1, 否则 δij =0, i=1,2, · · · ,k−1, j = i+1, i+2, · · · ,k.

值得注意的是, 当 pj > 0时, pj-正则图 Gj 的 Randić矩阵为 R(Gj) = A(Gj)/pj . 如果 pj = 0, j = 1,2, · · · ,k,

则 Γ̂=ΩA(H)Ω, 其中 Ω= diag{
√

n1/N1,
√

n2/N2, · · · ,
√

nk/Nk}.
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2 太阳图的邻接谱、拉普拉斯谱和 Randić谱
对于太阳图 C(q1, q2, · · · , qr) = H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr ], 利用定理 1∼ 3, 我们分别得到太阳图的邻接谱、

拉普拉斯谱及 Randić谱.

定理 4 设H0 =C(1,1, · · · ,1)是 2r个点的太阳图 (见图 2),如果G =C(q1, q2, · · · , qr)= H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,
Kqr ]是 n = r+

∑r

i=1 qi个点的太阳图, 则

σA(G)= {0
(∑r

i=1(qi−1)

)
}∪σ(Ĉ),

其中

Ĉ =

(
A(Cr) Σr

Σr 0

)

2r×2r

(6)

且 Σr =diag(
√

q1,
√

q2, · · · ,√qr).

注 1 根据定理 1, 对于图 G = C(q1, q2, · · · , qr) = H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr ]可知, 图 G的邻接谱与 r个 K1

的邻接谱 (σA(K1) = {0})和 r个有 qi 个顶点的 Kqi
的邻接谱 (σA(Kqi

) = {0(qi)})有关, 其中 i = 1,2, · · · , r. 因为
对于 j = 1,2, · · · ,2r, 总是有 pj = 0, 所以 Ĉ = Λ2rA(H0)Λ2r, 其中 Λ2r = diag(1,1, · · · ,1,

√
q1,
√

q2, · · · ,√qr). 因为

H0 =C(1,1, · · · ,1), 所以很容易验证 Ĉ 如式 (6)所示.

例 1 设 C(4,2,3,2)= H0[K1,K1,K1,K1,K4,K2,K3,K2]是 15个顶点的太阳图. 由此可知 q1 =4, q2 =2, q3 =

3, q4 =2, 因此根据定理 4, 可知 σA

(
C(4,2,3,2)

)
= {0(7)}∪σ(Ĉ), 其中

Ĉ =




0 1 0 1
√

4 0 0 0

1 0 1 0 0
√

2 0 0

0 1 0 1 0 0
√

3 0

1 0 1 0 0 0 0
√

2√
4 0 0 0 0 0 0 0

0
√

2 0 0 0 0 0 0

0 0
√

3 0 0 0 0 0

0 0 0
√

2 0 0 0 0




.

经过简单计算, 我们有 σ(Ĉ)= {±2.955 6, ±1.863 7, ±1.414 2, ±0.889 4}.
定理 5 设H0 =C(1,1, · · · ,1)是 2r个点的太阳图 (见图 2),则 r+

∑r

i=1 qi个点的太阳图G =C(q1, q2, · · · , qr)=

H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr ]的拉普拉斯谱为

σL(G)= {
2r⋃

j=r+1

Nj +0
(∑r

i=1(qi−1)

)
}∪σ(C̃),

其中

C̃ =

(
D(Cr)−A(Cr) −Σr

−Σr Ir

)

2r×2r

(7)

且

Ni =

{
qi +2, i=1,2, · · · , r;

1, i = r+1, r+2, · · · ,2r.

而 Σr =diag(
√

q1,
√

q2, · · · ,√qr)并且D(Cr)是图 Cr 的度对角矩阵.

注 2 根据定理 2, 对于图 G = C(q1, q2, · · · , qr) = H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr
]可知, 图 G的拉普拉斯谱与 r

个 K1 的拉普拉斯谱
(
σL(K1) = {0}) 和 r 个有 qi 个顶点的 Kqi

的拉普拉斯谱 (σL(Kqi
) = {0(qi)}) 有关, 其中

i = 1,2, · · · , r. 当 i = 1,2, · · · , r时, 邻点 Ni = qi +2; 当 i = r+1, r+2, · · · ,2r时, 邻点 Ni = 1. 根据 H0的结构, 顶点

1与顶点 2, r, r+1相邻, 所以 ρ1,2 =1, ρ1,r =1, ρ1,r+1 =
√

q1, 以此类推, 很容易验证 C̃ 如式 (7)所示.
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例 2设 C(4,2,3,2)= H0[K1,K1,K1,K1,K4,K2,K3,K2] 是 15个顶点的太阳图. 由此可知 q1 =4, q2 =2, q3 =

3, q4 =2, N1 =6, N2 =4, N3 =5, N4 =4, N5 =1,N6 =1,N7 =1,N8 =1. 因此根据式 (7), 可知

C̃ =




6 −1 0 −1 −√4 0 0 0

−1 4 −1 0 0 −√2 0 0

0 −1 5 −1 0 0 −√3 0

−1 0 −1 4 0 0 0 −√2

−√4 0 0 0 1 0 0 0

0 −√2 0 0 0 1 0 0

0 0 −√3 0 0 0 1 0

0 0 0 −√2 0 0 0 1




,

经过简单计算, 由定理 5, 我们得到 σL

(
C(4,2,3,2)

)
= {1(7)} ∪ {0, 0.325 0, 0.438 4, 0.574 0, 3.537 1, 4.561 6,

6.052 3, 7.511 5}.
定理 6 设 H0 = C(1,1, · · · ,1) 是 2r 个点的太阳图 (见图 2). 如果 G = C(q1, q2, · · · , qr) = H0[K1, · · · ,K1,

Kq1 , · · · ,Kqr
]是 n = r+

∑r

i=1 qi个点的太阳图, 则图 G的 Randić谱为

σR(G)= {0
(∑r

i=1(qi−1)

)
}∪σ(Γ̂),

其中

Γ̂=

1

2
...

r

r+1

r+2
...

r+r




0 1√
(q1+2)(q2+2)

· · · 1√
(q1+2)(qr+2)

√
q1

q1+2
0 · · · 0

1√
(q1+2)(q2+2)

0 · · · 0 0
√

q2
q2+2

· · · 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1√
(q1+2)(qr+2)

0 · · · 0 0 0 · · ·
√

qr

qr+2

√
q1

q1+2
0 · · · 0 0 0

... 0

0
√

q2
q2+2

· · · 0 0 0
... 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
√

qr

qr+2
0 0 · · · 0




(8)

注 3 根据定理 3, 对于图 G = C(q1, q2, · · · , qr) = H0[K1, · · · ,K1,Kq1 , · · · ,Kqr
], 我们可知图 G 的 Randić 谱

与 r 个 K1 的邻接谱
(
σR(K1) = {0}) 和 r 个有 qi 个顶点的 Kqi

的邻接谱 (σR(Kqi
) = {0(qi)}) 有关, 其中

i = 1,2, · · · , r. 因为对于 j = 1,2, · · · ,2r, 总是有 pj = 0, 所以 Γ̂ = ΩA(H0)Ω, 其中 Ω = diag(
√

1/(q1 +2),√
1/(q2 +2), · · · ,

√
1/(qr +2),

√
q1,
√

q2, · · · ,√qr). 因为 H0 = C(1,1, · · · ,1) (见图 2), 所以很容易验证 Γ̂ 如式 (8)

所示.

例 3设 C(4,2,3,2)= H0[K1,K1,K1,K1,K4,K2,K3,K2] 是 15个顶点的太阳图,由此可知 q1 =4, q2 =2, q3 =

3, q4 =2, 因此利用定理 6, 可知 σR

(
C(4,2,3,2)

)
= {0(7)}∪σ(Γ̂), 其中

Γ̂=




0 1√
24

0 1√
24

√
4√
6

0 0 0
1√
24

0 1√
20

0 0
√

2√
4

0 0

0 1√
20

0 1√
20

0 0
√

3√
5

0
1√
24

0 1√
20

0 0 0 0
√

2√
4√

4√
6

0 0 0 0 0 0 0

0
√

2√
4

0 0 0 0 0 0

0 0
√

3√
5

0 0 0 0 0

0 0 0
√

2√
4

0 0 0 0




,
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经过简单计算, 我们有 σ(Γ̂)= {±1, ±0.796 9, ±0.707 1, ±0.561 2}.

3 太阳图的能量和 Randić能量的上界
根据太阳图的邻接谱 (定理 4)及 Randić谱 (定理 6)的结论, 我们将考虑太阳图的能量的上界和其 Randić

能量的上界. 在给出主要结论之前, 我们先来回忆一些有用的已知概念及重要定理.

定义 1 置换矩阵是只有 0和 1组成的方阵, 每一行和每一列都恰好有一个 1, 其余位置为 0.

定义 2 对于方阵A, 若存在置换矩阵 P , 使得 P T AP 为分块对角矩阵, 则称A为可约矩阵, 否则为不可约

矩阵.

定义 3 设A是不可约的非负方阵, A的模等于谱半径的特征值的个数称为A的非本原指数. 如果A的非

本原指数等于 1, 则矩阵A是本原的; 若A非本原指数大于 1, 则称A是非本原的矩阵.

设M 是对称的非本原矩阵, 其非本原指数为 2, 则根据不可约矩阵的 Frobenius形式[15], 在这种情况下, 存

在置换矩阵 P , 使得

M =P t

(
0 M12

M21 0

)
P (9)

其中: M t
12 =M21, P t是矩阵 P 的转置矩阵.

定义 4 矩阵空间Mm,n上的欧式范数称为矩阵的 Frobenius范数:

‖M‖F =
√

tr(MM t), M ∈Mm,n,

其中 tr(MM t)是矩阵MM t的迹, 即: 矩阵MM t的主对角线元素的和.

引理 3[16] 若A是 n×n阶对称矩阵, 其特征值为 λ1,λ2, · · · ,λn, 则对于任意 x∈Rn(x 6=0), 有

λ1≥ xtAx

xtx
,

等式成立当且仅当 x是A的最大特征值 λ1对应的特征向量.

接下来, 根据 Cauchy-Schwarz不等式, Aguieiras等给出了关于矩阵M 的能量的一个更好的上界[17], 这个

结论对于给出太阳图的能量的上界及其 Randić能量的上界是十分有用的.

定理 7[17] 设M 是非本原对称矩阵, 其 Frobenius形式在式 (9)中给出. 如果M12是m1×m2阶矩阵, M21

是m2×m1阶矩阵, 且 m̃ =min{m1,m2}, 则

E(M)≤ 2λ1(M)+2

√
(m̃−1)

(‖M‖2
F

2
−λ2

1(M)
)
,

等号成立当且仅当 m̃ = 1或M 有 2(m̃−1)个与 ±λ1(M)不同但绝对值等于 α的特征值以及 |m2−m1|个 0特

征值, 其中 α =
√

(‖M‖2
F /2−λ2

1(M))/(m̃−1).

因此, 根据矩阵M 的结构, 我们考虑一类二部图的能量的上界问题, 即: 研究偶太阳图的能量及其 Randić

能量的上界. 设H0 =C(1,1, · · · ,1) (见图 2),其中 r是偶数. 我们给出图H0中的顶点集 V (H0)的一个划分,使得

V (H0)= X∪Y , 令

X = {1,3, · · · , r−1, r+2, r+4, · · · , r+r}, Y = {2,4, · · · , r,r+1, r+3, · · · , r+(r−1)}.

因此, |X|= |Y |= r.

定理 8 设 C(q1, q2, · · · , qr)是顶点数 n = r +
∑r

i=1 qi 的太阳图, 其满足删除所有的悬挂点后得到的图是圈

Cr, 其中 r是偶数并且 r≥ 4, qi≥ 1, i=1,2, · · · , r, 则

E
(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤ 2λ1(Ĉ)+2

√
(r−1)

(‖Ĉ‖2
F

2
−λ2

1(Ĉ)
) (10)

等式成立当且仅当 Ĉ 有 2(r−1)个与 ±λ1(Ĉ)不同但绝对值等于
√

(‖Ĉ‖2
F /2−λ2

1(Ĉ))/(r−1) 的特征值.
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证明 根据图能量的定义及定理 4, 我们有

E
(
C(q1, q2, · · · , qr)

)
=

n∑
i=1

|λi

(
A(C(q1, q2, · · · , qr))

)|=
2r∑

i=1

|λi(Ĉ)|=E(Ĉ) (11)

根据矩阵 Ĉ 的定义及结构可知, Ĉ 是非本原指数为 2 的非本原对称矩阵. 另外, 将矩阵 Ĉ 的行和列以 X =

{1,3, · · · , r−1, r+2, r+4, · · · , r+r},Y = {2,4, · · · , r,r+1, r+3, · · · , r+(r−1)}进行标号, 由 Ĉ 的 Frobenius形式可

知, 存在置换矩阵 P , 使得

Ĉ =P t

(
0 V12

V21 0

)
P (12)

其中 V t
12 =V21,并且阶数均为 r.

因此, 应用定理 7, 我们得到

E(Ĉ)≤ 2λ1(Ĉ)+2

√
(m̃−1)

(‖Ĉ‖2
F

2
−λ2

1(Ĉ)
) (13)

其中 m̃ = r. 最后将式 (11)和式 (13)相结合, 定理 8得证.

虽然利用定理 8能够得到太阳图的能量, 但是根据矩阵 Ĉ 的结构可以发现, 其最大特征值 λ1(Ĉ)并不容易

计算. 因此, 我们给出下面的定理, 这是得到偶太阳图的能量的有效方法.

定理 9 设 C(q1, q2, · · · , qr)是顶点数 n = r+
∑r

i=1 qi 的太阳图, 其满足删除所有的悬挂点后得到的图是圈

Cr, 其中 r是偶数并且 r≥ 4, qi≥ 1, i=1,2, · · · , r. 若 e表示 2r维全 1向量, | · |表示向量的模, 则

E
(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤
√

2
r
|Ĉe|+

√
2
r

√
(r−1)(2rn−|Ĉe|2) (14)

证明 由定理 8知

E
(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤ 2λ1(Ĉ)+2

√
(r−1)

(‖Ĉ‖2
F

2
−λ2

1(Ĉ)
)
.

设函数 f(x) = x +
√

(r−1)(‖Ĉ‖2
F /2−x2), 其定义域为 0 < x ≤ ‖Ĉ‖F /

√
2. 函数的一阶导函数 f ′(x) =

1− (r−1)x/

√
(r−1)(‖Ĉ‖2

F /2−x2) < 0,当且仅当 ‖Ĉ‖F /
√

2r < x. 因此, f(x)在区间 I = (‖Ĉ‖F /
√

2r,‖Ĉ‖F /
√

2)

上是减函数.

一方面, 由引理 1得

λ2
1(Ĉ)≥ etĈ2e

ete
≥ tr(Ĉ2)

2r
=
‖Ĉ‖2

F

2r
. (15)

由此可知

λ1(Ĉ)≥ ‖Ĉ‖F√
2r

.

又因为定理 8中
(‖Ĉ‖2

F /2−λ2
1(Ĉ)

)≥ 0, 故 ‖Ĉ‖2
F ≥ 2λ2

1(Ĉ)意味着 ‖Ĉ‖F /
√

2≥λ1(Ĉ). 因此, λ1(Ĉ)∈ I.

另一方面, 由式 (15)可知 ‖Ĉ‖2
F = tr(ĈĈt) = tr(Ĉ2) ≤ etĈ2e = |Ĉe|2 ≤ 2rλ2

1(Ĉ), 这意味着 ‖Ĉ‖F /
√

2r ≤
|Ĉe|/√2r≤λ1(Ĉ). 因此, |Ĉe|/√2r∈ I.

综上所述及函数 f(x)在区间 I =(‖Ĉ‖F /
√

2r,‖Ĉ‖F /
√

2) 上是减函数, 可知

f
(
λ1(Ĉ)

)≤ f
( |Ĉe|√

2r

)
.

故而

E
(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤ 2f
(
λ1(Ĉ)

)
=2

(
λ1(Ĉ)+

√
(r−1)(

‖Ĉ‖2
F

2
−λ2

1(Ĉ))
)

≤ 2f
( |Ĉe|√

2r

)
=2

( |Ĉe|√
2r

+

√
(r−1)(

‖Ĉ‖2
F

2
− |Ĉe|2

2r
)
)
.
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最后, 根据式 (6)中矩阵 Ĉ 的结构, 很容易计算 ‖Ĉ‖2
F /2= r+

∑r

i=1
qi =n, 因此定理 9得证.

由表 1可以看出, 对于偶太阳图的能量, 定理 8比定理 9更接近于真实值, 但是我们从上述定理的证明过程

可以发现, 定理 9比定理 8更便于计算.

表 1 偶太阳图能量的真实值和近似值

r (q1, q2, · · · , qr) E(C(q1, q2, · · · , qr)) 定理 8 定理 9

4 (3,3,3,3) 14.928 4 15.165 2 15.328 1

6 (7,7,6,7,8,7) 32.829 0 33.470 6 33.526 2

8 (11,12,9,11,10,12,13,12) 54.763 4 55.626 8 55.681 5

接下来, 我们将考虑偶太阳图的 Randić能量的上界问题.

定理 10 设 C(q1, q2, · · · , qr)是顶点数 n = r +
∑r

i=1 qi 的太阳图, 其满足删除所有的悬挂点后得到的图是圈

Cr, 其中 r是偶数并且 r≥ 4, qi≥ 1, i=1,2, · · · , r, 则

ER

(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤ 2+2

√
(r−1)(

‖Γ̂‖2
F

2
−1) (16)

等式成立当且仅当 Γ̂有 2(r−1)个与 ±1不同但绝对值等于
√

(‖Γ̂‖2
F /2−1)/(r−1) 的特征值.

证明 根据图 Randić能量的定义及定理 6, 我们有

ER

(
C(q1, q2, · · · , qr)

)
=

n∑
i=1

|λi

(
R(C(q1, q2, · · · , qr))

)|=
2r∑

i=1

|λi(Γ̂)|=E(Γ̂) (17)

类似于定理 8的方法及结论, 即可得到定理 10.

推论 1设 C(q1, q2, · · · , qr)是顶点数 n = r+
∑r

i=1 qi的太阳图, 其满足删除所有的悬挂点后得到的图是圈 Cr,

其中 r是偶数并且 r≥ 4, qi≥ 1, i=1,2, · · · , r, 则

ER

(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤Υ,

其中

Υ= 2+2

√√√√(r−1)
( 1+q1qr +2qr

(q1 +2)(qr +2)
+

r−1∑
i=1

1+qiqi+1 +2qi

(qi +2)(qi+1 +2)
−1

)
(18)

等式成立当且仅当 Γ̂有 2(r−1)个与±1不同，但绝对值等于
√

[( 1+q1qr+2qr

(q1+2)(qr+2)
+

∑r−1

i=1

1+qiqi+1+2qi

(qi+2)(qi+1+2)
)−1]/(r−1) 的

特征值.

证明 由定理 10, 可知

ER

(
C(q1, q2, · · · , qr)

)≤ 2+2

√
(r−1)(

‖Γ̂‖2
F

2
−1).

矩阵 Γ̂如式 (8)中所列, 我们可以得到

‖Γ̂‖2
F

2
=

tr(Γ̂Γ̂t)
2

=
1

(q1 +2)(qr +2)
+

r−1∑
i=1

1
(qi +2)(qi+1 +2)

+
r∑

i=1

qi

qi +2

=
1

(q1 +2)(qr +2)
+

r−1∑
i=1

(
1

(qi +2)(qi+1 +2)
+

qi

qi +2
)+

qr

qr +2

=
1+qr(q1 +2)

(q1 +2)(qr +2)
+

r−1∑
i=1

1+qi(qi+1 +2)
(qi +2)(qi+1 +2)

.

将其代入式 (16), 可得推论.

表 2中列出了一些偶太阳图及其 Randić能量的真实值,且列出了利用定理 10计算出的这些图的 Randić能

量的近似值,发现定理 10的上界很接近真实值,因此说明定理 10是偶太阳图的 Randić能量的一个很好的上界.
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表 2 偶太阳图 Randić能量的真实值和近似值

r (q1, q2, · · · , qr) ER(C(q1, q2, · · · , qr)) 定理 10

4 (3,3,3,3) 6.298 4 6.326 7

6 (7,7,6,7,8,7) 10.618 6 10.643 8

8 (11,12,9,11,10,12,13,12) 14.756 4 14.774 7
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[2] CVETKOVIĆ D, ROWLINSON P, SIMIĆ S. An introduction to the theory of graph spectra[M]. Cambridge: Cambridge University

Press, 2010.
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[14] ANDRADE E, GOMES H, ROBBIANO M. Spectra and Randić spectra of caterpillar graphs and applications to the energy[J].

MATCH Communications in Mathematical and in Computer Chemistry, 2017, 77: 61-75.

[15] MINC H. Nonnegative matrices[M]. New York: Wiley, 1988.

[16] ZHANG F Z. Matrix theory: basic results and techniques[M]. New York: Springer, 1999.
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