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摘 要：提出了一种多语言环境下带有惩罚机制和时滞的谣言传播优化控制模型. 首先, 通过分析平均场方程推导出

模型的基本再生数 R0. 其次, 基于 Routh-Hurwitz判据、Lyapunov方法和 LaSalle不变原理, 研究了无谣言/谣言盛

行平衡点的存在性和稳定性. 同时, 为了有效地控制谣言传播和控制成本, 提出了带有惩罚机制的最优控制. 最后, 通过

数值模拟验证了理论结果的有效性.

关键词：谣言传播; 惩罚机制; 时滞; 多语言环境; 最优控制

DOI：10.13568/j.cnki.651094.651316. 2022.10.13.0002

中图分类号：O175 文献标识码：A 文章编号：2096-7675(2023)03-0292-013

引文格式：任静静, 梅雪晖, 罗续鹏, 常忠雪. 多语言环境下具有惩罚机制和时滞的谣言传播动力学研究[J]. 新疆大学学

报(自然科学版)(中英文), 2023, 40(3): 292-304+312.

英文引文格式：REN Jingjing, MEI Xuehui, LUO Xupeng, CHANG Zhongxue. Dynamics of rumor propagation

model with punishment mechanism and time delay in multi-lingual environment[J]. Journal of Xinjiang Univer-

sity(Natural Science Edition in Chinese and English), 2023, 40(3): 292-304+312.

Dynamics of Rumor Propagation Model with Punishment

Mechanism and Time Delay in Multi-Lingual Environment
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Abstract： This paper proposes an optimal control model for rumor propagation with punishment mechanism

and time delay in a multi-lingual environment. Firstly, the basic reproduction number R0 of the model is derived

by analyzing the mean field equation. Secondly, based on Routh-Hurwitz judgment, Lyapunov method and LaSalle

invariant principle, the existence and stability of rumor-free/rumor-prevailing equilibrium are studied. At the same

time, in order to control costs and effectively control the spread of rumors, optimal control with the punishment

mechanism is proposed. Finally, the validity of the theoretical results are verified by numerical simulations.
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0 引 言

随着互联网的快速发展, 谣言在社交网络上的传播变得越来越广. 谣言是一种没有任何事实依据且被任意

捏造的虚假信息, 会造成不良的社会影响. 因此, 对谣言传播机制的研究意义重大. 二十世纪, 谣言传播模型就

被国内外学者广泛研究. Daley和Kendall[1]于 1965年提出了经典的DK谣言传播模型,为研究谣言传播奠定了

基础. 随后, Maki和 Thompson在 1973年改进 DK谣言模型, 并提出了MT谣言传播模型[2]. 随着研究的深入,
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学者们开始考虑复杂网络的拓扑性质. 例如, Zanette[3−4] 建立了小世界网络的谣言传播模型, 并指出网络的拓

扑结构会极大地影响谣言传播. Moreno等[5]建立了基于无标度网络的谣言传播模型, 并推导出谣言的传播速率

受网络拓扑结构的影响.随后,越来越多的学者开始研究网络拓扑中的谣言传播模型,并取得了优异的成果[6−7].

然而, 大多数研究是基于单一语言环境下的谣言传播机制[8−10], 多语言环境很少被考虑.

通常情况下, 多语言会增加谣言传播的复杂性. 研究表明, 在多语言环境中可以更准确地模拟真实世界的

情况. 例如, Li 等[11]建立并分析了复杂网络中的 2I2SR谣言传播模型, 并通过平均场方程研究了模型的动力学.

Wang 等[12]根据不同的语言将所有个体分成不同的组, 并建立新的具有双线性发生率的交叉传播机制模型来分

析和研究谣言的传播过程. 值得注意的是, 发生率在谣言传播中起着重要作用, 它主要包括双线性发生率和非

线性发生率. 双线性发生率的特点是传播者数量是线性增加的, 然而, 谣言传播与个人心理素质密切相关, 每个

人心理素质不同,传播谣言的概率就会不同.使用双线性发生率则会有一定的局限性,而非线性发生率是将个体

差异考虑在内, 从而能更好地研究谣言的传播.

除了考虑到时滞对谣言传播和控制的影响, 许多学者还考虑多种机制来控制谣言传播. 例如, 犹豫机制[13]、

怀疑机制[14]等等. 然而, 惩罚机制很少被提出, 因此本文提出了一种惩罚机制来控制谣言的传播. 同时, 我们还

需要控制惩罚措施的成本, 在控制谣言的基础上将成本降到最低, 所以提出了最优化控制策略.

基于以上分析, 本文提出了一种多语言环境下具有惩罚机制和时滞的谣言传播模型, 并利用优化理论对惩

罚机制进行控制. 本文的主要工作如下:

(i) 建立了具有非线性发生率的谣言传播模型, 考虑到谣言传播与人们心理素质密切相关, 不同的人相信谣

言的概率不同, 使用非线性发生率更有利于谣言传播的研究;

(ii) 从理论上分析了时滞对谣言传播的影响, 并在数值模拟中得以验证;

(iii) 引入了惩罚机制, 对传播者实施相应的惩罚措施, 可以更好地抑制谣言的传播;

(iv) 为了降低传播者的密度和成本, 提出了带有时滞的最优化控制.

1 模型建立

随着在线社交网络平台的发展, 用户可以在平台上发布和转发一些信息, 其中包括世界各地的语言. 假设

在线社交网络的总人数用 N(t)来表示, 我们将总人口分为五类:无知者 IH(t)代表不知道谣言但易感染且受教

育程度高的用户, 无知者 IL(t)代表不知道谣言但易感染且受教育程度低的用户, 传播者 S1(t)代表知道并可以

通过母语和外语传播谣言的用户,传播者 S2(t)代表知道但只能通过母语传播的用户, R(t)代表知道谣言但对谣

言失去兴趣不再传播谣言的用户. 同时我们有以下关系 IH(t)+IL(t)+S1(t)+S2(t)+R(t)= N(t).

图 1 2I2SR 谣言传播仓室图

如图 1所示, IH(t)是通晓母语和其它国外语言的高教育者, 可以与 S1(t)或 S2(t)接触, 成为传播者. 而

IL(t)是只懂母语的低教育者,只有与 S2(t)接触才能成为传播者. 又因为教育不能在短时间内得到改善,所以我

们需要对低教育者进行短期在线视频教育 γL, 帮助他们了解真相识别谣言. 同时, 无知者 IH(t)和 IL(t)本身具

有一定的分析识别谣言的能力, 可以自行恢复成免疫者 R(t).
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设 IH(t), IL(t), S1(t), S2(t)和 R(t)分别表示在 t时刻五类状态的密度, 则由图 1可知, 其模型表示如下:





dIH(t)
dt

=Λ1− β1〈k〉IH(t)S1(t)
1+b1S1(t)

− β1〈k〉IH(t)S2(t)
1+b2S2(t)

−αHIH(t)−dIH(t)

dIL(t)
dt

=Λ2− β2〈k〉S2(t)IL(t)
1+b2S2(t)

−(αL +γL)IL(t)−dIL(t)

dS1(t)
dt

=
β1〈k〉IH(t)S1(t)

1+b1S1(t)
−(φ1 +µ1)S1(t)−dS1(t)

dS2(t)
dt

=
〈k〉S2(t)

1+b2S2(t)
(β1IH(t)+β2IL(t))−(φ2 +µ2)S2(t)−dS2(t)

dR(t)
dt

=(φ1 +µ1)S1(t)+(φ2 +µ2)S2(t)+αHIH(t)+(αL +γL)IL(t)−dR(t)

(1)

模型 (1) 中参数含义如表1所示. 结合实际情况, 所有参数均存在且为正, 其初始条件为:

IH(0)> 0, IL(0)> 0,S1(0)> 0,S2(0)> 0,R(0)> 0 (2)

表 1 2I2SR 谣言传播模型参数含义

参数 意义

Λ1 IH(t) 的移入率

Λ2 IL(t) 的移入率

d 移出率

〈k〉 同质网络的平均度

µi 对 Si(t) (i=1,2) 的惩罚机制

αH IH(t) 转变为 R(t) 的移出率

αL IL(t) 转变为 R(t) 的移出率

φ1 S1(t) 转变为 R(t) 的移出率

φ2 S2(t) 转变为 R(t) 的移出率

β1 IH(t) 转变为 S1(t) 或者 S2(t) 的移出率

β2 IL(t) 转变为 S2(t) 的移出率

γL 短期在线视频教育

bi 饱和常数

注 1从图 1可以看出,与 Yu等[15]中的模型不同,我们根据受教育程度对谣言无知者进行分类,分为高教育

者 IH(t)和低教育者 IL(t). 同时, 无知者自身有一定的能力识别谣言恢复成 R(t). 但是 IL(t)的自愈能力较低,

需要对其采取短期在线视频教育.

注 2 由于受教育程度不同, 他们识别谣言的能力会有所不同. 受教育程度高的人比受教育程度低的人更容

易辨别谣言. 即 IL(t)的自恢复能力低于 IH(t), 因此移出率 αH >αL.

由模型 (1)可知
dN(t)

dt
=Λ1 +Λ2−dN(t).

于是,

lim
t→∞

N(t)=
Λ1 +Λ2

d
.

模型 (1)的所有解是非负的, 可行域定义为:

Ω= {(IH , IL,S1,S2,R)∈R5
+|IH(t)+IL(t)+S1(t)+S2(t)+R(t)≤ Λ1 +Λ2

d
}.

对于模型 (1)解的非负性, 可以得出以下结论.

引理 1 对任意 t≥ 0, 模型 (1)满足初始条件 (2)的解 (IH(t), IL(t), S1(t), S2(t),R(t))为正.
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证明 根据模型 (1)第一个方程

dIH(t)
dt

=Λ1− β1〈k〉IH(t)S1(t)
1+b1S1(t)

− β1〈k〉IH(t)S2(t)
1+b2S2(t)

−αHIH(t)−dIH(t) (3)

进一步可得

dIH(t)
dt

exp

{∫ t

0

(
β1〈k〉S1(ν)
1+b1S1(ν)

+
β1〈k〉S2(ν)
1+b2S2(ν)

+αH +d)dν

}

+IH(t)

(
β1〈k〉S1(ν)
1+b1S1(ν)

+
β1〈k〉S2(ν)
1+b2S2(ν)

+αH +d

)
∗

exp

{∫ t

0

(
β1〈k〉S1(ν)
1+b1S1(ν)

+
β1〈k〉S2(ν)
1+b2S2(ν)

+αH +d)dν

}

=Λ1×exp

{∫ t

0

(
β1〈k〉S1(ν)
1+b1S1(ν)

+
β1〈k〉S2(ν)
1+b2S2(ν)

+αH +d)dν

}
.

我们有

IH(t)= IH(0)exp

{
−

∫ t

0

(
β1〈k〉S1(ν)
1+b1S1(ν)

+
β1〈k〉S2(ν)
1+b2S2(ν)

+αH +d)dν

}

+exp

{
−

∫ t

0

(
β1〈k〉S1(ν)
1+b1S1(ν)

+
β1〈k〉S2(ν)
1+b2S2(ν)

+αH +d)dν

}

×
(∫ t

0

Λ1×exp

{∫ t

0

(
β1〈k〉S1(λ)
1+b1S1(λ)

+
β1〈k〉S2(λ)
1+b2S2(λ)

+αH +d)dλ

}
dν

)
> 0.

类似的, 可以证明 IL(0) > 0, S1(0) > 0, S2(0) > 0, 并且 R(0) > 0. 因此, 对任意的 t≥ 0, 模型 (1)具有初始条

件 (2)的解 (IH(t), IL(t), S1(t), S2(t), R(t))都是正的.

2 2I2SR模型的动力学分析
接下来,我们利用下一代矩阵计算模型 (1)的平衡点和基本再生数,并且利用Routh-Hurwitz判据和 LaSalle

不变原理讨论平衡点的稳定性.

2.1 模型的平衡点和基本再生数

将 S1(t) = S2(t) = 0带入模型 (1)中, 可以得到无谣言平衡点 E0 = (Λ1/(d+αH),Λ2/(d+αL +γL),0,0), 接着

用下一代矩阵法计算基本再生数R0. 设 χ=(S1(t),S2(t), IH(t), IL(t))T , 则模型 (1)可简化为

dχ

dt
=F(χ)−V(χ) (4)

则

F =DF(E0)=




β1〈k〉Λ1

d+αH

0 0 0

0 〈k〉( Λ1β1

d+αH

+
Λ2β2

d+αL +γL

) 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




(5)

V =DV(E0)=




(φ1 +µ1)+d 0 0 0

0 (φ2 +µ2)+d 0 0
β1〈k〉Λ1

d+αH

β1〈k〉Λ1

d+αH

d+αH 0

0
β2〈k〉Λ2

d+αL +γL

0 d+αL +γL




(6)
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定义基本再生数R0为矩阵FV −1的谱半径,其中基本再生数R0 =max{R01,R02},并且R01 =(β1〈k〉Λ1)/(d+

αH)(φ1 +µ1 +d), R02 = 〈k〉/(φ2 +µ2 +d)[(Λ1β1)/(d+αH)+Λ2β2/(d+αL +γL)].

2.2 稳定性分析

为了进一步研究多语言环境下谣言传播的过程,将对模型 (1)的平衡点进行分类讨论.定理 1和定理 2分别

对无谣言平衡点 E0的局部和全局稳定性进行了详细讨论,定理 3和定理 4分别讨论了谣言盛行平衡点 E∗的稳

定性.

接下来, 我们首先给出一个定理来解决模型 (1)的无谣言平衡的局部稳定性.

定理 1 若 R0 < 1, 则模型 (1)的无谣言平衡点 E0是局部渐近稳定的. 若 R0 > 1 , 则无谣言平衡点 E0是不

稳定的.

证明

J(E0)=




β1〈k〉Λ1

F
−φ1−µ1−d 0 0 0

0 〈k〉(Λ1β1

F
+

Λ2β2

G
)−φ2−µ2−d 0 0

−β1〈k〉Λ1

F
−β1〈k〉Λ1

F
−F 0

0
β2〈k〉Λ2

G
0 −G




(7)

G = d+αL +γL, F = d+αH .

λ1 =−G, λ2 =−F, λ3 =(φ1 +µ1 +d)(R02−1), λ4 =(φ2 +µ2 +d)(R01−1).

因此, 当R0 < 1时, 无谣言平衡点 E0是局部渐近稳定的. 当R0 > 1时，E0则是不稳定的.

定理 1证明了无谣言平衡点 E0是局部渐近稳定的, 但只研究局部稳定性是不够全面的. 因此, 我们还需要

研究无谣言平衡点 E0是全局渐近稳定的.

定理 2 若 R0 < 1, 则模型 (1)的无谣言平衡点 E0 是全局渐近稳定的. 若 R0 > 1, 则无谣言平衡点 E0 是不

稳定的.

证明 构造 Lyapunov函数:

V (t)= S1(t)+S2(t),

对 V (t)求导, 可以得到

dV (t)
dt

=
β1〈k〉IH(t)S1(t)

1+b1S1(t)
−(φ1 +µ1)S1(t)−dS1(t)+

〈k〉S2(t)
1+b2S2(t)

(β1IH(t)+β2IL(t))−(φ2 +µ2)S2(t)−dS2(t)

≤ (φ1 +µ1 +d)(R01−1)S1(t)+(φ2 +µ2 +d)(R02−1)S2(t).

显然, 如果 R0 < 1, 我们有 dV (t)/dt < 0并且 dV (t)/dt = 0当且仅当 S1(t) = S2(t) = 0. 根据 LaSalle不变原

理. 当R0 < 1 时, 无谣言平衡点 E0是全局渐近稳定.

模型 (1)的无谣言平衡点 E0在R0 < 1时局部渐近稳定. 在R0 > 1时, 则不稳定.

我们讨论了无谣言平衡点的稳定性，为了全面地了解谣言传播过程, 并有利于采取一定措施来控制谣言的

传播. 接下来我们将分类讨论谣言盛行平衡点的局部渐近稳定性.

定理 3 若 R01 > 1且 R02 < 1, 则模型 (1)中的谣言盛行平衡点 E∗
1 是局部渐近稳定的. 否则谣言盛行平衡

点 E∗
1 是不稳定的.

证明

J(E∗
1 )=




β1〈k〉I∗H
(1+b1S∗1 )2

−φ1−µ1−d
β1〈k〉S∗1
1+b1S∗1

0

− β1〈k〉I∗H
(1+b2S∗2 )2

−β1〈k〉S∗1
1+b1S∗1

−φ1−µ1−d 0

0 0 −φ2−µ2−d




(8)
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(λ+φ2 +µ2 +d)(λ+φ1 +µ1 +d)× [λ+φ1 +µ1 +d+
φ1 +µ1 +d

I∗H
(
β1〈k〉I∗H−(φ1 +µ1 +d)

b1(φ1 +µ1 +d)
− φ1 +µ1 +d

β1〈k〉 )]= 0.

J(E∗
1 )的特征值可以给出:

λ1 =−φ2−µ2−d< 0, λ2 =−φ1−µ1−d< 0,

λ3 =−φ1−µ1−d− φ1 +µ1 +d

I∗H
(
β1〈k〉I∗H−(φ1 +µ1 +d)

b1(φ1 +µ1 +d)
− φ1 +µ1 +d

β1〈k〉 )< 0.

定理 3讨论了R01 > 1且R02 < 1时谣言盛行平衡点的局部渐近稳定情况,当R01 > 1,R02 > 1时我们有如下

定理.

定理 4 若 R01 > 1,R02 > 1, 则模型 (1)的谣言盛行平衡点 E∗
2 = (I∗H , I∗L,S∗1 ,S∗2 )是局部渐近稳定的. 否则谣

言盛行平衡点 E∗
2 =(I∗H , I∗L,S∗1 ,S∗2 )是不稳定的.

p4λ
4 +p3λ

3 +p2λ
2 +p1λ+p0 =0,

不难证明 pi≥ 0 (i=0,1,2,3,4)且 p1p2p3 >p1
2p4 +p3

2 > 0. 根据 Routh-Hurwitz判据，我们可以知道谣言盛行平

衡点 E∗
2 是局部渐近稳定的.

3 具有时滞的谣言传播模型的动态分析

随着社会的进步, 互联网已经和人们的生活紧密相连, 无论是真实还是虚假的信息, 我们都可以从网络

（Facebook、Twitter、微博等) 获取. 由于每个人在接触谣言时对信息的敏感度不同, 他们会考虑是否接收和

传播谣言. 这个过程需要足够的时间来识别和判断, 就会产生时滞. 因此我们需要进一步研究具有时滞的谣言

传播, 模型如下:




dIH(t)
dt

=Λ1− β1〈k〉IH(t)S1(t)
1+b1S1(t)

− β1〈k〉IH(t)S2(t)
1+b2S2(t)

−αHIH(t)−dIH(t)

dIL(t)
dt

=Λ2− β2〈k〉S2(t)IL(t)
1+b2S2(t)

−(αLIL(t)+γLIL(t))−dIL(t)

dS1(t)
dt

=
β1〈k〉IH(t)S1(t−τ)

1+b1S1(t−τ)
−(φ1 +µ1)S1(t)−dS1(t)

dS2(t)
dt

=
〈k〉S2(t−τ)

1+b2S2(t−τ)
(β1IH(t)+β2IL(t))−(φ2 +µ2)S2(t)−dS2(t)

(9)

其中, 模型 (9)的初始条件为:

IH(t)= ςIH
(θ)≥ 0, IL(t)= ςIL

(θ)≥ 0, S1(t)= ςS1(θ)≥ 0,

S2(t)= ςS2(θ)≥ 0, R(t)= ςR(θ)≥ 0, θ∈ [−τ,0].

不失一般性, 我们给出了具有时滞的无谣言平衡点的局部渐近稳定性条件.

定理 5 对于模型 (9), 若 R0 < 1, 则无谣言平衡点 E0是局部渐近稳定的. 若 R0 > 1, 则无谣言平衡点 E0是

不稳定的.

证明 根据模型 (9), 可以得出无谣言平衡点 E0处的雅可比矩阵, 并求出 J(E0)的特征方程为:

(λ+G1)(λ+F1)[λ− β1〈k〉Λ1

F1

e−λτ +φ1 +µ1 +d]× [λ−〈k〉(Λ1β1

F1

+
Λ2β2

G1

)e−λτ +φ1 +µ1 +d] = 0 (10)

且特征值为:

λ1 =−(d+αL +γL), λ2 =−(d+αH), λ3 =(φ1 +µ1 +d)(
β1〈k〉Λ1e

−λτ

F1(φ1 +µ1 +d)
−1),

λ4 =(φ2 +µ2 +d)[
〈k〉e−λτ

φ2 +µ2 +d
(
Λ1β1

F1

+
Λ2β2

G1

−1)].
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当R0 < 1且 τ =0时, 无谣言平衡点 E0是局部渐近稳定的.

当 τ > 0时, 我们用反证法. 假设模型有纯虚根 λ3 = iω3和 λ4 = iω4, 则有

{
ω3 =−(φ1 +µ1 +d)R01 sinω3τ

φ1 +µ1 +d =(φ1 +µ1 +d)R01 cosω3τ
(11)

和
{

ω4 =−(φ2 +µ2 +d)R02 sinω4τ

φ2 +µ2 +d =(φ1 +µ2 +d)R02 cosω4τ
(12)

将等式 (11)和 (12)两边的平方相加得到如下结果:

ω3
2 =(φ1 +µ1 +d)2(R01

2−1), ω4
2 =(φ2 +µ2 +d)2(R02

2−1) (13)

若 R0 < 1, 则没有正实根的 ω3 和 ω4 满足模型 (13) . 因此, 模型 (10)没有纯虚根 λ3 = iω3 和 λ4 = iω4. 由

λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0和 λ4 < 0, 可以得到当R0 < 1时, 无谣言平衡点 E0是局部渐近稳定的.

当R0 > 1时, 我们可以得到:

F1(λ)= λ−(φ1 +µ1 +d)(R01e
−λτ −1)

F2(λ)= λ−(φ2 +µ2 +d)(R02e
−λτ −1)

(14)

则有 F1(0)=−(φ1 +µ1 +d)(R01−1) 和 F2(0)=−(φ2 +µ2 +d)(R02−1), 由于:

∂F1(λ)
∂λ

=1+τ(φ1 +µ1 +d)R01e
−λτ

∂F2(λ)
∂λ

=1+τ(φ2 +µ2 +d)R02e
−λτ

(15)

可以很容易地得到 limt→∞F1(λ)=∞和 limt→∞F2(λ)=∞. 所以 F1(λ)= 0和 F2(λ)= 0至少有一个正实根, 并且

当R0 > 1时, 无谣言平衡点 E0是不稳定的.

上面讨论了关于谣言盛行平衡点的局部渐近稳定性. 接下来给出谣言盛行平衡点的全局渐近稳定性条件.

定理 6 若 R0 > 1, 则模型 (9)中的谣言盛行平衡点 E∗
1 = (I∗H , I∗L,S∗1 ,S∗2 )是全局渐近稳定的. 否则谣言盛行

平衡点 E∗
1 =(I∗H , I∗L,S∗1 ,S∗2 )是不稳定的.

证明 构造 Lyapunov泛函:

V2(t)= V21 +V22(t) (16)

其中:

V21(t)= (IH(t)−I∗H−I∗H ln
IH(t)
I∗H

)+(IL(t)−I∗L−I∗L ln
IL(t)
I∗L

)+(S1(t)−S∗1 −S∗1 ln
S1(t)
S∗1

)+(S2(t)−S∗2 −S∗2 ln
S2(t)
S∗2

).

V22(t)=
∫ t

t−τ

[
β1〈k〉IH(t)S1(Θ)

1+b1S1(Θ)
− β1〈k〉I∗HS∗1

1+b1S∗1
+

β2〈k〉IL(t)S2(Θ)
1+b2S2(Θ)

− β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

ln
(1+b1S

∗
1 )IH(t)S1(Θ)

I∗HS∗1 (1+b1S1(Θ))
− β2〈k〉I∗LS∗2

1+b2S∗2

− β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

ln
(1+bS∗2 )IL(t)S2(Θ)
I∗LS∗2 (1+b2S2(Θ))

+
β2〈k〉IH(t)S2(Θ)

1+b2S2(Θ)

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

ln
(1+b2S

∗
2 )IH(t)S2(Θ)

I∗HS∗2 (1+b2S2(Θ))
]dΘ.
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计算 V2(t)的导数, 可以得到:

dV2(t)
dt

= [(1− I∗H
IH(t)

)
∂IH(t)

∂t
+(1− I∗L

IL(t)
)
∂IL(t)

∂t
+(1− S∗1

S1(t)
)
∂S1(t)

∂t

+(1− S∗1
S1(t)

)
∂S1(t)

∂t
+(1− S∗2

S2(t)
)
∂S2(t)

∂t
+

β1〈k〉IH(t)S1(t)
1+b1S1(t)

− β1〈k〉IH(t)S1(t−τ)
1+b1S1(t−τ)

− β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

ln
S1(t)(1+b1S1(t−τ))
S1(t−τ)(1+b1S1(t))

+
β2〈k〉IL(t)S2(t)

1+b2S2(t)
+

β1〈k〉IH(t)S2(t)
1+b2S2(t)

+
β1〈k〉IH(t)S2(t)

1+b2S2(t)

− β2〈k〉IL(t)S2(t−τ)
1+b2S2(t−τ)

− β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

ln
S2(t)(1+b2S2(t−τ))
S2(t−τ)(1+b2S2(t))

− β1〈k〉IH(t)S2(t−τ)
1+b2S2(t−τ)

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

ln
S2(t)(1+b2S2(t−τ))
S2(t−τ)(1+b2S2(t))

].

= (1− I∗H
IH(t)

)Λ1 +(1− I∗L
IL(t)

)Λ2 +[−(αH +d)
(IH(t)−I∗H)2

IH(t)

−(γL +αL +d)
(IL(t)−I∗L)2

IL(t)
− β1〈k〉I∗HS∗1

1+b1S∗1
(

I∗H
IH(t)

−1− ln
I∗H

IH(t)
)

− I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
I∗L

IL(t)
−1− ln

I∗L
IL(t)

)− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
I∗H

IH(t)
−1− ln

I∗H
IH(t)

)

− β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

(
(1+b1S

∗
1 )IH(t)S1(t−τ)

I∗HS1(t)(1+b1S1(t−τ))
−1− ln

(1+b1S
∗
1 )IH(t)S1(t−τ)

I∗HS1(t)(1+b1S1(t−τ))
)

− β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
S2(t−τ)IL(t)(1+b2S

∗
2 )

S2(t)I∗L(1+b2s2(t−τ))
−1− ln

s2(t−τ)IL(t)(1+b2S
∗
2 )

S2(t)I∗L(1+b2S2(t−τ))
)

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
(1+b2S

∗
2 )IH(t)S2(t−τ)

I∗HS2(t)(1+b2S2(t−τ))
−1− ln

(1+b2S
∗
2 )IH(t)S2(t−τ)

I∗HS2(t)(1+b2S2(t−τ))
)

− β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

(
1+b1S1(t)
1+b1S∗1

−1− ln
1+b1S1(t)
1+b1S∗1

)+
(1+b1S1(t))β1〈k〉I∗HS∗1

(1+b1S∗1 )2

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

−1− ln
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

)+
(1+b2S2(t))β1〈k〉I∗HS∗2

(1+b2S∗2 )2

− β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

−1− ln
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

)+
(1+b2S2(t))β2〈k〉I∗LS∗2

(1+b2S∗2 )2

+
β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

(
1+b1S1(t)
1+b1S∗1

−1)+β1〈k〉I∗HS1(t)(
1

1+b1S1(t)
− 1

1+b1S∗1
)

+
β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

−1)+β2〈k〉I∗LS2(t)(
1

1+b2S2(t)
− 1

1+b2S∗2
)

+
β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

−1)+β1〈k〉I∗HS2(t)(
1

1+b2S2(t)
− 1

1+b2S∗2
)]

= (1− I∗H
IH(t)

)Λ1 +(1− I∗L
IL(t)

)Λ2 +[−(αH +d)
(IH(t)−I∗H)2

IH(t)

−(γL +αL +d)
(IL(t)−I∗L)2

IL(t)
− β1〈k〉I∗HS∗1

1+b1S∗1
(

I∗H
IH(t)

−1− ln
I∗H

IH(t)
)

− I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
I∗L

IL(t)
−1− ln

I∗L
IL(t)

)− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
I∗H

IH(t)
−1− ln

I∗H
IH(t)

)

− β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

(
(1+b1S

∗
1 )IH(t)S1(t−τ)

I∗HS1(t)(1+b1S1(t−τ))
−1− ln

(1+b1S
∗
1 )IH(t)S1(t−τ)

I∗HS1(t)(1+b1S1(t−τ))
)

− β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
S2(t−τ)IL(t)(1+b2S

∗
2 )

S2(t)I∗L(1+b2S2(t−τ))
−1− ln

s2(t−τ)IL(t)(1+b2S
∗
2 )

S2(t)I∗L(1+b2S2(t−τ))
)

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
(1+b2S

∗
2 )IH(t)S2(t−τ)

I∗HS2(t)(1+b2S2(t−τ))
−1− ln

(1+b2S
∗
2 )IH(t)S2(t−τ)

I∗HS2(t)(1+b2S2(t−τ))
)
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− β1〈k〉I∗HS∗1
1+b1S∗1

(
1+b1S1(t)
1+b1S∗1

−1− ln
1+b1S1(t)
1+b1S∗1

)− b1β2〈k〉I∗L(S∗1 −S1(t))2

(1+b1S∗1 )2(1+b1S1(t))

− β1〈k〉I∗HS∗2
1+b2S∗2

(
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

−1− ln
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

)− b2β1〈k〉I∗H(S∗2 −S2(t))2

(1+b2S∗2 )2(1+b2S2(t))

− β2〈k〉I∗LS∗2
1+b2S∗2

(
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

−1− ln
1+b2S2(t)
1+b2S∗2

)− b1β1〈k〉I∗H(S∗1 −S1(t))2

(1+b1S∗1 )2(1+b1S1(t))
.

综上所述, 当 (β2〈k〉I∗LS∗2 )/(1+b2S
∗
2 ) > 0, (β2〈k〉I∗HS∗2 )/(1+b2S

∗
2 ) > 0, (β2〈k〉I∗HS∗1 )/(1+b2S

∗
1 ) > 0时, 当且仅

当 IH(t)= I∗H , IL(t)= I∗L, S1(t)= S∗1 , S2(t)= S∗2 , 我们可以得到 dV2(t)/dt≤ 0和 dV2(t)/dt =0. 因此, 当R0 > 1时,

模型 (9)中谣言盛行的平衡点 E∗
1 是全局渐近稳定的.

4 最优化控制

众所周知, 当谣言继续传播时, 政府需要采取可行的措施来遏制谣言的传播. 这一部分中, 我们将介绍一种

惩罚机制来控制谣言的传播. 该措施不仅可以有效减少谣言传播, 还可以最大限度地降低控制成本. 因此, 我们

建立带有惩罚机制的最优化控制系统模型如下:




dIH(t)
dt

=Λ1− β1〈k〉IH(t)S1(t)
1+b1S1(t)

− β1〈k〉IH(t)S2(t)
1+b2S2(t)

−αHIH(t)−dIH(t)

dIL(t)
dt

=Λ2− β2〈k〉S2(t)IL(t)
1+b2S2(t)

−(αLIL(t)+γLIL(t))−dIL(t)

dS1(t)
dt

=
β1〈k〉IH(t)S1(t−τ)

1+b1S1(t−τ)
−(φ1 +µ1(t))S1(t)−dS1(t)

dS2(t)
dt

=
〈k〉S2(t−τ)

1+b2S2(t−τ)
(β1IH(t)+β2IL(t))−(φ2 +µ2(t))S2(t)−dS2(t)

dR(t)
dt

=(φ1 +µ1(t))S1(t)+(φ2 +µ2(t))S2(t)+αHIH(t)+αLIL(t)+γLIL(t)−dR(t)

(17)

目标函数定义如下:

J(µ1(t),µ2(t))=
∫ T

0

[r1S1(t)+r2S2(t)+ν1µ1(t)
2 +ν2µ2(t)

2] dt (18)

其中: µ1(t)和 µ2(t)表示通过实施惩罚机制对谣言传播者的控制程度, ri和 νi (i = 1,2)表示惩罚传播者 S1(t)和

S2(t)的权重系数. 其中 µ1(t)和 µ2(t)的可行域为 U = {(µ1(t),µ2(t)) | 0≤µ1(t)≤µmax
1 ,0≤µ2(t)≤µmax

2 , t∈ [0,T ]},
µmax

1 ≤ 1和µmax
2 ≤ 1是µ1(t)和µ2(t)的上限. µ∗1和µ∗2是最优控制,符合 J(µ∗1,µ

∗
2)= min{J(µ1(t),µ2(t))(µ1(t),µ2(t))

∈U}. 为了进一步描述最优控制问题, 构造 Lagrangian函数:

L(S1(t),S2(t),µ1(t),µ2(t))= r1S1(t)+r2S2(t)+ν1µ1(t)
2 +ν2µ2(t)

2
.

Hamiltonian函数为:

H(t)= L(S1(t),S2(t),µ1(t),µ2(t))+λ1(t)[Λ1− β1〈k〉IH(t)S1(t)
1+b1S1(t)

− β1〈k〉IH(t)S2(t)
1+b2S2(t)

−αHIH(t)−dIH(t)]+λ2(t)[Λ2− β2〈k〉S2(t)IL(t)
1+b2S2(t)

−(αLIL(t)+γLIL(t))−dIL(t)]+λ3(t)[
β1〈k〉IH(t)S1(t−τ)

1+b1S1(t−τ)

−(φ1 +µ1(t))S1(t)−dS1(t)]+λ4(t)[
〈k〉S2(t−τ)

1+b2S2(t−τ)
(β1IH(t)+β2IL(t))

−(φ2 +µ2(t))S2(t)−dS2(t)]+λ5(t)[(φ1 +µ1(t))S1(t)+αHIH(t)

+(φ2 +µ2(t))S2(t)+αLIL(t)+γLIL(t)−dR(t)]

(19)

根据 Pontryagin的极大原理, 得出以下结论.

定理 7若 (I∗H , I∗L,S∗1 ,S∗2 ,R∗)是最优控制 µ∗1和 µ∗2的最优状态解,则最优控制问题 (19)中的伴随变量 λ1, λ2,

λ3, λ4和 λ5满足如下条件:
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



dIH(t)
dt

=
β1〈k〉S∗1
1+b1S∗1

(λ1(t)−λ3(t))+
β1〈k〉S∗2
1+b2S∗2

(λ1(t)−λ4(t))

+αH(λ1(t)−λ5(t))+λ1(t)d
dIL(t)

dt
=

β2〈k〉S∗2
1+b2S∗2

(λ2(t)−λ4(t))+(αL +γL)(λ2(t)−λ5(t))+λ2(t)d

dS1(t)
dt

=λ1(t)
β1〈k〉I∗H

(1+b1S∗1)2
−χ[0,t−τ ]λ3(t+τ)

β1〈k〉I∗H

(1+b1S∗1)2

+(φ1 +µ1(t))(λ3(t)−λ5(t))−r1 +λ3(t)d
dS2(t)

dt
=(λ1(t)β1IH

∗+λ2(t)β2IL
∗)

〈k〉
(1+b2S∗2)2

−r2 +λ4(t)d

+(φ2 +µ2(t))(λ4(t)−λ5(t))−λ4(t+τ)χ[0,t−τ ][
〈k〉

(1+b2S∗2)2
(β1IH

∗+β2IL
∗)]

dR(t)
dt

=λ5(t)d

(20)

且边界条件 λi(T )= 0, (i=1,2,3,4,5). 最优控制 µ∗1 和 µ∗2 为:

µ∗1 =min{max{ (λ3−λ5)S∗1
2ν1

,0},µmax
1 } (21)

µ∗2 =min{max{ (λ4−λ5)S∗2
2ν2

,0},µmax
2 } (22)

其中,

χ[0,t−τi](t)=

{
0, t∈ [0, t−τi] (i=1,2)

1, 其它

证明 由 Pontryagin极大原理, 设 IH(t) = I∗H , IL(t) = I∗L, S1(t) = S∗1 , S2(t) = S∗2 和 R(t) = R∗, 则伴随方程满

足:





dλ1(t)
dt

=
β1〈k〉S∗1
1+b1S∗1

(λ1(t)−λ3(t))+
β1〈k〉S∗2
1+b2S∗2

(λ1(t)−λ4(t))

+αH(λ1(t)−λ5(t))+λ1(t)d,
dλ2(t)

dt
=

β2〈k〉S∗2
1+b2S∗2

(λ2(t)−λ4(t))+(αL +γL)(λ2(t)−λ5(t))+λ2(t)d,

dλ3(t)
dt

=λ1(t)
β1〈k〉I∗H

(1+b1S∗1)2
−χ[0,t−τ ]λ3(t+τ)

β1〈k〉I∗H

(1+b1S∗1)2

+(φ1 +µ1(t))(λ3(t)−λ5(t))−r1 +λ3(t)d,
dλ4(t)

dt
=(λ1(t)β1IH

∗+λ2(t)β2IL
∗)

〈k〉
(1+b2S∗2)2

−r2 +λ4(t)d

+(φ2 +µ2(t))(λ4(t)−λ5(t))−λ4(t+τ)χ[0,t−τ ][
〈k〉

(1+b2S∗2)2
(β1IH

∗+β2IL
∗)],

dλ5(t)
dt

=λ5(t)d.

对式 (19)中的 µ1(t)和 µ2(t)求导, 且由最优性条件可知:

∂H(t)
∂µ1(t)

|µ1(t)=µ∗1= ν1µ
∗
1−λ3(t)S∗1 +λ5(t)S∗1 =0 (23)

∂H(t)
∂µ2(t)

|µ2(t)=µ∗2= ν2µ
∗
2−λ4(t)S∗2 +λ5(t)S∗2 =0 (24)
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对式 (23)和 (24)求解得:

µ∗1 =
(λ3−λ5)S∗1

2ν1

, µ∗2 =
(λ4−λ5)S∗2

2ν2

.

而基于控制集 U = {(µ1(t),µ2(t)) | 0≤µ1(t)≤µmax
1 ,0≤µ2(t)≤µmax

2 , t∈ [0,T ]}, 即有:

µ∗1 =





0,
(λ3−λ5)S∗1

2ν1
< 0

(λ3−λ5)S∗1
2ν1

, 0≤ (λ3−λ5)S∗1
2ν1

≤ 1

1,
(λ3−λ5)S∗1

2ν1
> 1

(25)

µ∗2 =





0,
(λ4−λ5)S∗2

2ν2
< 0

(λ4−λ5)S∗2
2ν2

, 0≤ (λ4−λ5)S∗2
2ν2

≤ 1

1,
(λ4−λ5)S∗2

2ν2
> 1

(26)

则 µ∗1 和 µ∗2 为模型 (17)的最优解区间可表示为:

µ∗1 =min{max{ (λ3−λ5)S∗1
2ν1

,0},µmax
1 },

µ∗2 =min{max{ (λ4−λ5)S∗2
2ν2

,0},µmax
2 }.

这意味着加入惩罚控制 µ1(t)和 µ2(t)有利于相关部门遏制谣言的传播,并且通过计算我们也得到了最优控

制的区间. 因此, 政府及有关部门既可以有效遏制谣言的传播, 同时也降低了谣言传播成本.

5 数值模拟

本节中, 我们将进行一些数值模拟, 以验证我们提出的理论结果的有效性.

例 1选择 〈k〉=4, Λ1 =0.017 1, Λ2 =0.022 1, b1 =0.178, b2 =0.398, γL =0.021, φ1+µ1 =0.049, φ2+µ2 =0.129,

β1=0.04, β2 = 0.06, αH = 0.012 9, αL = 0.006, d = 0.039 2, 通过计算, R1 = 0.595 4 < 1, R2 = 0.788 6 < 1. 无谣言平

衡点 E0是局部和全局渐近稳定的, 如图 2 (a)和图 2 (b)所示.

图 2 模型 (1) 无谣言平衡点的稳定性

例 2 选择 〈k〉 = 4, Λ1 = 0.020 1, Λ2 = 0.020 1, b1 = 0.058, b2 = 0.048, γL = 0.059 5, φ1 + µ1 = 0.007 3,

φ2 +µ2 = 0.049 6, β1=0.073, β2 = 0.078, αH = 0.028 9, αL = 0.014 9, d = 0.040 2, 通过计算, R1 = 1.837 1 > 1,

R2 =1.581 2 > 1. 谣言盛行平衡点 E1 =(IH , IL,S1,S2) 是渐近稳定的, 如图 3所示.
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图 3 模型 (1)中谣言盛行的稳定性

例 3 选取和例 2相同的参数, 观察传播者 S1(t)和 S2(t)的变化. 图 4 (a)显示了时滞对 S1(t)的影响, 图 4

(b)显示了时滞对 S2(t)的影响. 从中可以看出 Si(t) (i = 1,2)的峰值随着 τ 的增加而逐渐减小, 也就是说时滞会

抑制传播者密度的峰值.

图 4 S1(t)和 S2(t)在不同时滞下密度的变化

注 3 由图 4可知, 无论 τ 取什么值, 传播者 S1(t)和 S2(t)最终都会趋于稳定.

例 4 通过这部分的数值模拟, 我们发现最优控制可以有效地控制谣言传播. 其它参数取值与例 2相同, 取

r1 = 1, r2 = 1, ν1 = 1, ν2 = 2, 我们分别对 IH(t), IL(t), S1(t)和 S2(t)进行模拟. 在图 5中, 实线表示有控制, 虚线

表示没有控制. 我们发现, 当采取惩罚控制时, IH(t)和 IL(t)的个体数量在增加, 但传播者的数量 S1(t)和 S2(t)

则相反. 这也验证了我们理论分析的准确性, 当对传播者采取惩罚机制时, 可以有效遏制谣言的传播.

图 5 最优化控制对谣言传播的影响

例 5 最优控制 µi(t) (i=1,2)的轨迹如图 6所示. 选择 T =7, 可以发现最优化控制随时间的推移逐渐减少到

0, 如图 6 (a)所示. 同时可以发现, 随着控制力的降低, 控制成本 J(t)在一定时期内逐渐增加, 且前期增加速度

快于后期. 当 T =10时，控制成本 J(t)达到最大值.
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图 6 最优控制 µi(t)(i=1,2)和控制成本 J(t)的轨迹

例 6 基于以上结论, 我们模拟了最优控制 µi(t) (i=1,2)和控制成本 J(t)在不同时刻的变化过程, 分别选择

T=6, T=8和 T=10. 可以发现, 最优控制 µi(t) (i=1,2)轨迹随时间的不同而不同, 控制成本 J(t)随着时间的增

加而逐渐增加. 如图 7所示.

图 7 最优控制 µi(t)(i=1,2)和控制成本 J(t)在不同时刻的轨迹

注 4 由图 7可知, 对传播者采取惩罚机制的策略, 可以减少谣言的传播, 降低谣言的危害, 具有一定的现实

意义.

6 结 论

本文研究了多语言环境下带有惩罚机制的 2I2SR谣言传播模型. 通过下一代矩阵方法计算了基本再生数

R0,并根据 Routh-Hurwitz判据和 LaSalle不变原理判断平衡点的局部和全局渐近稳定性. 由于无知者对信息敏

感度的不同,本文提出了具有时滞的谣言传播模型来研究时滞对传播的影响.同时,为了约束传播者肆无忌惮的

行为, 提出了具有惩罚机制的谣言传播模型. 然后根据 Pontryagin极大原则提出了最优化控制, 在减少控制成

本的同时也减少谣言的传播. 最后, 通过数值模拟得出以下结论:

1) 从数值模拟中可以看出, 当 R0 < 1时, 无谣言平衡点是局部和全局渐近稳定的. 当 R0 > 1时, 谣言盛行

平衡点是局部和全局渐近稳定的. 这与我们的理论分析是一致的.

2) 数值模拟表明, 时间延迟越大, 谣言传播越广, 控制成本也就越高. 因此, 立即采取惩罚措施是非常有必

要的, 不仅可以惩罚传播者而且可以遏制谣言传播. 同时, 数值模拟的结果也验证了结论的正确性.

3) 通过最优控制的数值模拟, 我们发现谣言传播周期越短, 传播强度和范围越小. 与此同时, 控制谣言的成

本也会降低.
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