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摘 要：基于共形平坦定义和已知结论, 利用偏微分方程理论完全刻画了扭积芬斯勒度量分别是 Berwald 度量或局部

闵可夫斯基度量的等价条件, 并构造了两类非黎曼且共形于局部闵可夫斯基扭积芬斯勒度量的新的芬斯勒度量的例子.
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Curvature Properties on Finsler Warped Product Manifolds
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Abstract：Based on the definition of conformal flatness and known conclusions, we completely characterize two

equivalent conditions that Finsler warped product metrics are Berwald metrics or locally Minkowskian metrics by

using theories of PDEs. Furthermore, we construct examples of two new Finsler metrics that are non-Riemannian

and conformal to the locally Minkowskian Finsler warped product metrics.
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0 引 言

芬斯勒度量是没有二次型限制的黎曼度量[1]. Weyl 定理[2]指出, 芬斯勒空间的射影性质和共形性质唯一地

决定了这个度量的性质. 因此共形性质的研究吸引了许多学者的关注. 在黎曼几何中,黎曼流形具有常截面曲率

当且仅当它是射影平坦的, 此时也是共形平坦的. 遗憾的是, 这些结论在芬斯勒几何中不再成立. 因此芬斯勒度

量的共形平坦性质的刻画尤为重要. 为了研究芬斯勒几何的共形平坦性, 学者们做了许多工作. 文献 [3] 对共形

平坦的弱爱因斯坦多项式 (α,β)-度量进行分类, 且证明了不存在非平凡的具有迷向 S 曲率的共形平坦 (α,β)-度

量; 文献 [4] 研究了具有几乎消失 Ξ-曲率的共形平坦的多项式 (α,β)-度量; 文献 [5] 刻画了具有常旗曲率的共形

平坦 (α,β)-度量,得到其必为局部闵可夫斯基度量或者黎曼度量. 但非平凡的共形平坦性的结果甚少,因此关于

芬斯勒度量的共形平坦性的刻画有待我们进一步研究. 本文中我们主要研究了扭积芬斯勒度量的共形平坦性.

考虑 n 维乘积流形 M := I× M̌ , 其中 I 是 R 的一个开区间, M̌ 是一个具有黎曼度量 α̌ 的 n− 1 维流形.

TM :=
⋃

u∈M TuM 是M 上的切丛, 其中 TuM 是 u∈M 处的切空间, v ∈ TuM 是非零切向量, ǔ∈ M̌ , v̌ 为 TǔM̌

上的非零切向量. 在 TM 上定义非负函数:

F (u,v)= α̌(ǔ, v̌)φ
(

u1,
v1

α̌(ǔ, v̌)

)
,
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其中 u = (u1, ǔ) ,v = v1 ∂
∂u1 + v̌, φ(r,s) 是 R2 上的一个正函数, r = u1 和 s = v1

α̌(ǔ,v̌)
, 则称 F 为流形M 上的扭积芬

斯勒度量.

扭积度量最初是由文献 [6]在研究具有负曲率的黎曼流形时而提出的. 后来文献 [7]和文献 [8]将扭积度量

推广到芬斯勒几何的范畴, 并称这种度量为扭积芬斯勒度量. 近年来, 扭积芬斯勒流形得到了许多学者的关注

并取得了一定的研究进展. 文献 [9]得到了所有的 Douglas 型扭积芬斯勒度量, 并构造一些新例子; 文献 [10]研

究了具有数量(常)旗曲率的扭积芬斯勒度量, 并刻画了爱因斯坦扭积芬斯勒度量. 最近, 文献 [11]刻画了具有相

对迷向 Landsberg 曲率的扭积芬斯勒度量; 文献 [12]刻画了具有弱迷向 S曲率的扭积芬斯勒度量.

若芬斯勒度量 F̄ 共形于一个局部闵可夫斯基度量, 则称这个度量是共形平坦的, 即在某个坐标系下, 存在

M 上的数量函数 ρ(u), 使得 F̄ = eρ(u)F 成立, 其中 F 是局部闵可夫斯基度量. 而局部闵可夫斯基度量的刻画和

Berwald 度量相关. 因而在本文中, 我们先研究了 Berwald 型扭积芬斯勒度量; 其次利用 Berwald 度量的结果,

刻画了局部闵可夫斯基的扭积芬斯勒度量; 最后, 构造了两类非黎曼且共形于局部闵可夫斯基扭积芬斯勒度量

的新的芬斯勒度量的例子. 结论如下:

定理 1 设 F = α̌φ(r,s), r =u1, s= v1

α̌
是 n(≥ 3) 维流形M 上的一个扭积芬斯勒度量. 那么 F 是 Berwald 度

量的充要条件是 φ 满足下列情况之一:

1) φ = k(s), 其中 k 是满足 k(s) > 0, k(s)−sk′(s) > 0 和 k′′(s) > 0 的可微函数;

2) φ = h(|s|g(r)), 其中 g(r)(6= const) 是任意可微正函数, 且 h 是满足 h(t)− th′(t) > 0 和 h′′(t) > 0 的可微正

函数;

3) φ = f(r)
√

g(r)s2 +1, 其中 f(r)(6= const) 和 g(r) 是可微正函数. 这时 F 是黎曼度量.

注 n(≥ 3) 维流形M 上的扭积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s), r = u1, s = v1

α̌
是黎曼度量当且仅当 ωs−sωs = 0, 其

中 ω =φ2.

定理 2 设 F = α̌φ(r,s), r =u1, s= v1

α̌
是 n(≥ 3) 维流形M 上的一个非黎曼扭积芬斯勒度量. 那么 F 是局部

闵可夫斯基度量当且仅当 Ři
j =0 且下列情况之一成立:

1) φ = k(s), 其中 k 是满足 k(s)−sk′(s) > 0, k′′(s) > 0 和 [k(s)2]s−s[k(s)2]ss 6=0 的可微正函数;

2) φ =h(|s|g(r)),其中 g(r)(6= const)是可微正函数, h是满足 h(t)−th′(t) > 0, h′′(t) > 0和 [h(t)2]s−t[h(t)2]ss 6=
0 的可微正函数.

注 定理 2 中的黎曼度量 α̌ 为欧氏度量, 记为 |v̌|.

1 预备知识

设M 是一个 n 维光滑流形. F :TM → [0,∞) 是其切丛 TM 上的非负函数. 如果 F 满足如下条件:

1) F 是带孔切丛 TM\{0} 上的 C∞ 函数;

2) 对于任意 x∈M , Fx := F |TxM 是 TxM 上的一个闵可夫斯基范数,

则称 F 是流形M 上的芬斯勒结构或芬斯勒度量.

在本文中指标规定如下:

1≤A,B,C · · · ≤n, 2≤ i, j,k · · · ≤n.

设 F 是定义在 n 维流形M 上的芬斯勒度量. F 的测地系数为

GA :=
1
4
gAC

[
(F 2)uDvC vD−(F 2)uC

]
=

1
2
ΓA

BCvBvC ,

其中 gAC := 1
2
(F 2)vAvC , (gAC) := (gAC)−1 和 ΓA

BC := 1
2
gAD

(
δgDB

δuC − δgBC

δuD + δgAD

δuC

)
.

F 的 Berwald 曲率 B :=B A
C DE

∂
∂uA ⊗duC⊗duD⊗duE 定义为

B A
C DE :=

∂3GA

∂vC∂vD∂vE
.

若 B A
C DE =0, 则称 F 为 Berwald 度量.

F 的黎曼曲率为

Rv :=RA
C duC⊗ ∂

∂uA
,



第 1期 冯娅璐，等：扭积芬斯勒流形的某些曲率性质 45

其中

RA
C := 2

∂GA

∂uC
−vD ∂2GA

∂vC∂vD
+2GD ∂2GA

∂vC∂vD
− ∂GA

∂vD

∂GD

∂vC
.

引理 1[1] 设 (M,F ) 是一个芬斯勒流形, 且 R A
B CD 和 P A

B CD 分别是陈联络的 hh-曲率和 hv-曲率. 那么下面

三种情况等价:

(i) (M,F ) 是局部闵可夫斯基度量;

(ii) R A
B CD =0 和 P A

B CD =0;

(iii) RAC := lBRBACDlD =0 和 PBACD =0, 其中 lB := vB

F
.

注 R A
B CD =0当且仅当 RA

C =0. P A
B CD =0当且仅当 ΓA

BC =ΓA
BC(u), 即 F 为 Berwald 度量.

2 主要定理的证明

下面我们将完成定理 1 的证明. 首先, 我们需要下面的引理.

引理 2[9] 一个扭积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s), r =u1, s= v1

α̌
是 Berwald 度量的充要条件是

{
Φ = a(r)s2 +b(r)

Ψ = c(r)s
(1)

其中 a(r), b(r) 和 c(r) 是任意可微函数, 且

Φ :=
sφs(φ−sφs)r−φ(φ−sφs)r +s2φrφss

2φφss

,

Ψ :=
sφrφss +φs(φ−sφs)r

2φφss

.

注 显然, Φ = a(r)s2 +b(r) 和 Ψ = c(r)s 分别是方程 Φs−sΦss =0 和 Ψ−sΨs =0 的解.

命题 1[9] 扭积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s), r =u1, s= v1

α̌
是正定的当且仅当正函数 φ 满足

φ−sφs > 0, φss > 0.

根据上面的引理 2, 我们将证明定理 1.

定理 1 的证明 经过简单的计算, 可知充分性是显然成立的. 下面将进行必要性的证明.

由于 Φ−sΨ =−
(φ−sφs)r

2φss

, 因此方程组 (1) 等价于

(φ−sφs)r =2{[c(r)−a(r)]s2−b(r)}φss (2)

和

sφr +2{[c(r)−a(r)]s2−b(r)}φs =2c(r)sφ (3)

对 (3) 关于 s 求导再结合 (2) , 我们得到

φr +[c(r)−2a(r)]sφs = c(r)φ (4)

由 (3) 与 (4), 我们得到

[c(r)s2−2b(r)]φs = c(r)sφ (5)

因此, 方程组 (1) 等价于

φr +[c(r)−2a(r)]sφs = c(r)φ (6)

和

[c(r)s2−2b(r)]φs = c(r)sφ (7)

下面我们分三种情形进行讨论:
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情形 1 b(r) 和 c(r) 只有一个为 0. 由 (7) 知, φ 满足 φ−sφs = 0 或 φs = 0. 根据命题 1, 由 φ 定义的芬斯勒

度量不符合正定性条件. 因此, 我们舍去这种情形.

情形 2 b(r)= c(r)= 0. 这时, (7) 恒成立, (6) 为

φr−2a(r)sφs =0.

若 a(r)= 0, 则存在可微函数 k, 使得 φ= k(s). 若 a(r) 6=0, 上式的特征方程为 dr
1

= ds
−2a(r)s

, 求得首次积分为

|s|e2
∫

a(r) dr = ξ. 因此解为

φ =h
(|s|e2

∫
a(r) dr

)
,

其中 h 是任意可微函数.

由命题 1和 φ 定义的芬斯勒度量满足的正定性条件知: h 是满足 h(t)− th′(t) > 0, h′′(t) > 0 的可微正函数.

情形 3 b(r) 6=0, c(r) 6=0. (7) 的解为

φ= p(r)
√
|c(r)s2−2b(r)| (8)

其中 p(r) 是任意可微正函数. 进一步, 我们把这个解代入 (6) , 化简得

−2a(r)p(r)c(r)s2 +
1
2
p(r) [c′(r)s2−2b′(r)]+p′(r) [c(r)s2−2b(r)]=−2b(r)c(r)p(r).

根据 s0 和 s2 的系数分别相等, 我们有

p(r)b′(r)+2p′(r)b(r)= 2b(r)c(r)p(r) (9)

和

p(r)c′(r)+2p′(r)c(r)= 4a(r)c(r)p(r) (10)

由 (9) , 我们计算得到 p(r) = a0
1√
|b(r)|

e
∫

c(r) dr, 其中 a0 是任意正常数. 进一步, 把 (9) 代入 (10) 中, 我们得到

a(r)= 1
4

(
2c(r)+ c′(r)

c(r)
− b′(r)

b(r)

)
.

下面分析芬斯勒度量的正定性条件. 经过计算, 若 c(r)s2−2b(r)> 0, 则

φ−sφs =−2b(r)p(r) [c(r)s2−2b(r)]−
1
2 ,

φss =−2b(r)c(r)p(r) [c(r)s2−2b(r)]−
3
2 .

因此 F 是芬斯勒度量当且仅当 b(r) < 0, c(r) > 0. 同样的, 若 c(r)s2−2b(r) < 0, 则 b(r) > 0, c(r) < 0.

综上, 方程的解 (8) 可化简为 φ= f(r)
√

g(r)s2 +1, 其中 f(r)(6= const) 和 g(r) 是可微正函数. 证毕.

注 基于定理 1, 我们知引理 2 中的函数 a(r), b(r) 和 c(r) 与 f(r), g(r) 有如下关系:

(i) 当 φ = k(s) 时, a(r)= 0, b(r)= 0 和 c(r)= 0;

(ii) 当 φ=h(|s|g(r)) 时, a(r)= 1
2

g′(r)

g(r)
, b(r)= 0 和 c(r)= 0;

(iii) 当 φ= f(r)
√

g(r)s2 +1 时, a(r)= f ′(r)

2f(r)
+ g′(r)

4g(r)
, b(r)=− f ′(r)

2f(r)g(r)
和 c(r)= f ′(r)

f(r)
.

下面我们将给出定理 2 的证明. 首先, 我们需要下面的引理.

引理 3[8] 一个扭积芬斯勒度量 F = α̌φ(r,s), r =u1, s= v1

α̌
的黎曼曲率为

R1
1 =λα̌2, R1

j =−sλα̌2 ľj ,

Ri
1 =τα̌2 ľi, Ri

j = Ři
j + α̌2

(
µδi

j−νľi ľj
)
,

其中

λ :=(2Φr−sΦsr)+(2ΦΦss−Φ2
s )+2(Φs−sΦss)Ψ−(2Φ−sΦs)Ψs,

µ :=Ψ 2−2sΨΨs−sΨr +2ΦΨs,

ν :=s(Ψr−sΨsr)+(Ψ−sΨs)2−2s2ΨΨss +2sΦΨss +(2Φ−sΦs)Ψs,

τ :=(ν−µ)/s.
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根据定理 1 和引理 3, 我们将完成定理 2 的证明.

定理 2 的证明 根据引理 1, 我们知 F 是局部闵可夫斯基度量当且仅当它是 Berwald 度量且 RA
B = 0. 根据

定理 1和引理 3,非黎曼扭积芬斯勒度量 F 是局部闵可夫斯基度量的充要条件是 λ = τ =0, Ři
j = α̌2

(
νľi ľj−µδi

j

)
,

且下列情况之一成立:

1) φ= k(s);

2) φ=h(|s|g(r)).

当 φ = k(s) 或 φ =h(|s|g(r)) 时, λ, τ , µ 和 ν 均消失, 且 Ři
j =0. 证毕.

接下来, 我们构造了两类非黎曼且共形于局部闵可夫斯基扭积芬斯勒度量的特殊芬斯勒度量.

例 1 设可微函数

h(t)= exp

(
−

p∑
i=1

t
1
2i

)
,

其中 p 是正整数. 则它满足

h(t)− th′(t)= h(t)

(
1+

p∑
i=1

1
2i

t
1
2i

)
> 0, h′′ =h(t)

[(
p∑

i=1

1
2i

t
1
2i
−1

)2

+
p∑

i=1

(
1− 1

2i

)
1
2i

t
1
2i
−2

]
> 0.

令 φ(r,s)= h(|s|g(r)), 其中 g(r)(6= const) 是任意可微正函数. 则根据定理 2, 我们有局部闵可夫斯基扭积芬

斯勒度量

F = α̌φ(r,s)= |v̌|exp

{
−

p∑
i=1

[|s|g(r)
] 1

2i

}
,

且它不是黎曼度量, 即

(φ2)s−s(φ2)ss =2g(r){h′(t) [h(t)− th′(t)]− th′′(t)}

=2g(r)h(t)

{(
−

p∑
i=1

1
2i

t
1
2i
−1

)
[
h(t)− th′(t)

]− th′′(t)

}
< 0.

此时我们有共形平坦的非黎曼芬斯勒度量

F̄ = eρ(u)F = eρ(u)|v̌|exp

{
−

p∑
i=1

[|s|g(r)
] 1

2i

}
.

例 2 设可微函数

g(t)=
p∑

j=0

t−2j ,

其中 p 是正整数. 则它满足

g(t)− tg′(t)=
p∑

j=0

(2j +1)t−2j > 0, g′′(t)=
p∑

j=0

2j(2j +1)t−(2j+2) > 0.

令 φ(r,s)= h(|s|g(r)), 其中 g(r)(6= const) 是任意可微正函数. 则根据定理 2, 我们有局部闵可夫斯基扭积芬

斯勒度量

F = α̌φ(r,s)= |v̌|
p∑

j=0

[|s|g(r)
]−2j

,

且它不是黎曼度量, 即

(φ2)s−s(φ2)ss =2g(r)

{
−

p∑
j=0

2jt−2j−1
[
h(t)− th′(t)

]− th′′(t)

}
< 0.

这时我们有共形平坦的非黎曼芬斯勒度量

F̄ = eρ(u)F = eρ(u)|v̌|
p∑

j=0

[|s|g(r)
]−2j

.



48 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2023年

3 结 论

共形几何已经有很长的发展历史, 且在物理领域扮演了一个重要的角色. 在芬斯勒几何中, Weyl定理表明:

一个芬斯勒度量的射影性质和共形性质唯一地决定了这个度量的几何性质. 因此芬斯勒度量的共形性质吸引了

很多研究者的关注. 本文刻画了扭积芬斯勒流形的共形平坦性, 因局部闵可夫斯基度量的刻画和 Berwald 度量

相关,所以我们先研究了 Berwald型扭积芬斯勒度量; 其次利用 Berwald度量的结果,刻画了局部闵可夫斯基的

扭积芬斯勒度量; 最后, 构造了两类新的非黎曼且共形平坦的芬斯勒度量.
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