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点传递二部有向图的极大连通性∗
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摘 要：有向图 X 的连通度 κ(X)是删除一些点使得剩余的图不再强连通的最小点数. 若有向图 X 的连通度恰好达

到最小度, 则有向图X 是极大连通的. 证明了强连通点传递二部有向图是极大连通的, 并得出 Bi-Cayley有向图也是极

大连通的.
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Maximally-Connected Vertex-Transitive Bipartite Digraph
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Abstract：The connectivity κ(X) of a digraph X is the minimum cardinality of vertices the deletion of which makes

the remaining digraph no longer strongly connected. If the connectivity of a digraph X is equal to the minimum

degree, then X is said to be maximally vertex-connected. It is proved that a strongly connected vertex-transitive

bipartite digraph is maximally vertex-connected, and the Bi-Cayley digraph is also maximally vertex-connected.
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0 引 言

网络对我们的生活影响非常大,在轨道交通网络研究中,我们总是需要考虑站点的连通问题,比如轨道交通

检票、安全检测、屏蔽门等站点连通情况. 生活中最常见的是地铁站和高铁站的设备问题, 每次都需要根据客

流量进行设置. 在地铁站, 人流量如果大的话, 就需要增加一些格挡使得通道变长以便容纳更多的行人; 在高铁

站, 检票口的数量会根据人流量情况而增开或关闭. 在建设地铁和高铁之前, 需要根据历年人流量预测最大人

流量, 从而设计地铁和高铁的进站口数量; 在规划地铁路线的时候, 根据人流量情况, 设置地铁站点位置以及不

同线路交汇位置.为了研究不同网络的性能,我们会把网络中的处理器抽象成点,处理器之间的通信线路抽象为

边. 这样就可以借助图研究交通网络中的相关问题.

本文考虑的均是无环、无重弧的有向图. 令 X = (V (X),A(X)) 是一个有向图, V (X) 中的元素称为点,

A(X)中的元素称为弧. 有向图 X 的连通度 κ(X)是删除一些点使得剩余的图不再强连通的最小点数. 在交通

网络中, 由于连通度越大的图往往更可靠, 因此连通度越大的图通常被认为是越理想的.
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传递图是一类具有良好结构性质的图. 对于一个图(有向图) X, 如果其自同构群 Aut(X)在点集 V (X)上

作用传递, 则称X 是点传递的; 如果自同构群 Aut(X)在边集 E(X) (或弧集 A(X))上作用传递, 则称X 是边传

递(或弧传递)的. 图论中一个比较经典的结论是: 在连通边传递图中, 图的点连通度等于其最小度[1]; 在连通点

传递图中, 图的边连通度等于其正则度[2]. 在图理论中, 传递图(传递有向图)具有很好的结构性质, 也是学者喜

欢研究的一类图, 其定义为:若自同构群在图(有向图)的顶点集上作用传递, 则该图(有向图)为点传递图(点传递

有向图); 若自同构群在图(有向图)的边集(弧集)上作用传递, 则该图(有向图)为边传递图(弧传递图).

到目前为止, 已经有很多学者对图的极大连通性问题进行了研究. Tindell[2] 研究了 Cayley有向图的极大连

通性,并刻画了有向图碎片、原子和超原子的特征. Shan等[3]研究了 p-部一致超图的极大连通性. Harary[4]刻画

了一个图的最大连通度和最小连通度. Fàbrega等[5]研究了有向图的极大连通性问题. Hellwig等[6]研究了图和有

向图的边连通度和点连通度, 并刻画了它们的极大连通度问题. Li等[7]研究了笛卡儿乘积图的 g-好邻点连通度

问题. Yang等[8]研究了一一对应连接互连网络的 a-平均边连通度问题. Chen等[9]研究了超图的连通性问题. 基

于以上研究基础, 本文主要研究点传递二部有向图的极大连通性问题, 进而为下一步研究点传递二部有向图的

超连通性作准备.

1 基本概念

在图X =(V (X),E(X)) (有向图X =(V (X),A(X)))中, 如果顶点 V (X)可划分为两个不相交的点集 (B,C),

且图 X 中的每条边(弧)都满足一个端点在 B 中, 一个端点在 C 中, 则图(有向图) X 称为二部图(二部有向图),

如果自同构群 Aut(X)在顶点集 V (X)上作用传递, 则图 X 称为点传递二部图(点传递二部有向图).

在有向图 X = (V (X),A(X))中, 对每个点 v ∈ V (X), N+(v) = {u ∈ V (X)|uv ∈ A(X)}为点 v 在 X 中的出

邻点集, N−(v) = {u ∈ V (X)|vu ∈ A(X)}为点 v 在 X 中的入邻点集. 对于 F ⊆ V (X), N+(F ) = {u ∈ V (X)\F |
存在点 v ∈ F 满足 uv ∈A(X)}, N−(F ) = {u ∈ V (X)\F |存在点 v ∈ F 满足 vu ∈A(X)}. 记N+[F ] = F ∪N+(F ),

且 X[F ]为由点集 F 导出的 X 的有向子图.

记 d+(v) = |N+(v)|为点 v 在 X 中的出度, d−(v) = |N−(v)|为点 v 在 X 中的入度, δ+(X) =min{d+(v)|v ∈
V (X)}和 δ−(X)=min{d−(v)|v ∈V (X)}分别为有向图 X 的最小出度和最小入度, δ(X)=min{δ+(X), δ−(X)}为
X 的最小度. 对有向图 X 来说, κ(X)≤ δ(X). 如果 κ(X)= δ(X), 则称 X 为极大点连通的.

令G是一个群, T0, T1⊆G,则Bi-Cayley有向图X =BD(G; T0, T1)的点集为G×{0,1},弧集为 {((g,0),(t0g,1)),

((t1g,1),(g,0))|g ∈G,t0 ∈T0, t1 ∈T1}. 这里未定义的概念或术语, 可参阅文献 [10].

Mader[1] 和Watkins[11] 分别单独提出了碎片(fragment)和原子(atom)的定义. 如果点集 F 满足 X−F 不强

连通且 |N+(F )|= κ(X), 则称 F 为有向图 X 的一个正碎片, 含有最小点数的正碎片称为有向图 X 的一个正原

子. 如果点集 F 满足X−F 不强连通且 |N−(F )|=κ(X), 则称 F 为有向图X 的一个负碎片, 含有最小点数的负

碎片称为有向图 X 的一个负原子. 正碎片和负碎片统称碎片, 正原子和负原子统称原子. 这两个参数为研究各

种连通度问题提供了有力的帮助.

2 主要结论

原子对于连通度的研究有很大的帮助, 因此我们借助原子研究二部有向图的连通度问题. 关于有向图的原

子, 文献 [1]和 [12]分别得出如下结论.

引理 1[1] X =(V (X),A(X))为非平凡强连通有向图, 且 X 不是完全对称有向图. 则:

(1)当且仅当 X 的每一个原子只含一个顶点时, κ(X)= δ(X);

(2)如果 κ(X) <δ(X), 则 Y =X[F ]导出 X 的一个强连通子有向图, 其中 F 为 X 的一个原子.

引理 2[12] X =(V (X),A(X))为强连通点传递有向图, 则 X 的原子基数不大于 κ(X).

在有向图 X 中, 若 V (X)的非平凡真子集 A满足对任意的 σ ∈Aut(X), σ(A) = A或 σ(A)∩A =∅, 则称 A

为有向图 X 的非本原块(imprimitive block). 文献 [2]和 [6]得出如下结论.

引理 3[6] 如果 X = (V (X),A(X))为非完全对称的强连通有向图, 则 X 的不同正原子(或负原子)的交集为

空. 因此, 若 κ(X) <δ(X), 则 X 的原子为非本原块.

引理 4[2]令 X = (V (X),A(X))为强连通点传递有向图, Y = X[F ]是 X 的非本原块 F 导出的子有向图, 则
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Y 是点传递的.

上面的结论是研究连通度问题的几个经典结论, 尤其对研究点传递有向图很有帮助, 所以接下来我们借助

这几个结论研究点传递二部有向图的连通度.

在有向图X中,如果对任意的 x∈V (X),有 d+(x)= d−(x)= k,则称X是 k-正则的. 接下来,假设X是强连

通点传递二部有向图. 令 X1, X2为有向图 X 的二部划分顶点集, 则由点传递可知, |X1|= |X2|, δ(X) = δ+(X) =

δ−(X).

定理 1令 X =(V (X),A(X))为强连通点传递二部有向图, 则 κ(X)= δ(X).

证明 用反证法证明.

假设 κ(X) < δ(X), 则由引理 3 可知, X 的不同正原子(或负原子)是无交的, 且 X 的原子是非本原块. 不妨

假设这里的原子是正原子. 因为X 为点传递有向图, X 的每个点都位于某个原子中. 因此 V (X)是X 的一些原

子的无交并.

令 B 是一个原子, 则存在 σi ∈Aut(X)(i = 1,2, · · · ,k)满足 V (X) = ∪k
i=1σi(B). 由引理 1 可知, Y = X[B]为

X 的非平凡强连通子有向图. 因为 X 是二部有向图, 如果 B ⊆Xi(i = 1或 2), 则 Y = X[B]为独立集, 矛盾. 因

此 Bi = B∩Xi 6=∅(i = 1,2). 因为 Y = X[B]为 X 的点传递子有向图, 所以 |B1|= |B2|. 对任意的 1≤ s < t≤ k,

i=1,2, σs(Bi)∩σt(Bi)=∅且 σs(Bi), σt(Bi)⊆Xi, 因此 Xi =∪k
s=1σs(Bi), 这样 |Bi|整除 |Xi|.

令 F = N+(B). 因为 B = B1∪B2, Bi 6= ∅(i = 1,2), 且 X 是点传递有向图, 所以 Fi = F ∩Xi 6= ∅. 因为 B

中的每个点在 F 中有 δ+(X)−δ+(B)个出邻点, 所以 |F |= κ(X)≥ 2(δ+(X)−δ+(B)). 因为 κ(X) < δ+(X), 所以

δ+(B) > (δ+(X))/2, 这样, |B| ≥ 2δ+(B) >δ+(X) >κ(X). 由引理 2 可知, 矛盾, 因此定理得证.

因为 Bi-Cayley有向图是半点传递有向图, 所以 Bi-Cayley有向图也是极大连通的, 即推论 1 成立.

推论 1 G是一个群, T0,T1⊆G. X =BD(G;T0,T1)是 Bi-Cayley有向图, 则 κ(X)= δ(X).
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