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一类笛卡儿积图中完美匹配扩充为哈密顿圈∗

张子凡，杨卫华†

(太原理工大学 数学学院，山西 晋中 030600)

摘 要： 令Q3¤Cq = Q1Q2 · · ·Qq为三维超立方体与圈的笛卡儿积图, Qi(1 ≤ i ≤ q)同构于Q3, M为Q3¤Cq的完美

匹配. 依据每个Q3中是否有点被连接两个Q3的M中边饱和, 把Q3¤Cq表示成block1和block2交替出现的序列. 研究

了Q3¤Cq中完美匹配M扩充为哈密顿圈的充分条件, 证明了以下结论: q ≥ 1, S =
{

Q1,Q2, · · · ,Qq
}

, 如果满足下列条

件之一, 则M可以扩充为哈密顿圈: (1) M中边均在Q3中; (2) 任意Qi ∈ S中都存在点被M
(
Qi−1,Qi

)
或M

(
Qi,Qi+1

)

饱和; (3) Q3¤Cq中至少各存在一个block1和block2, 且每个block2中第一个Qi与最后一个Qj分别被M
(
Qi,Qi+1

)
与

M
(
Qj−1,Qj

)
饱和的点的数量均为2.
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Perfect Matchings Extendibility in Cartesian Product of

3-Dimensional Hypercube and Cycle

ZHANG Zifan, YANG Weihua

(College of Mathematics, Taiyuan University of Technology, Jinzhong Shanxi 030600, China)

Abstract：Let Q3¤Cq = Q1Q2 · · ·Qq be the Cartesian product of 3-dimensional hypercube and circle and M be

a perfect matching of Q3¤Cq, Qi in Q3¤Cq is isomorphic to Q3. Q3¤Cq can be divided into block1 and block2

alternating sequences according to whether Qi is somewhat covered by M
(
Qi−1,Qi

)
or M

(
Qi,Qi+1

)
. This paper

mainly studies the sufficient conditions for extending the perfect matching M of Q3¤Cq to a Hamiltonian cycle,

and proves the following conclusions: q ≥ 1, S =
{

Q1,Q2, · · · ,Qq
}

, if one of the following conditions is true, M

can be extended to a Hamiltonian cycle: (1) every edge in M joins two vertices in the same canonical Q3; (2) for

any Qi ∈S, there are vertices that are covered by M
(
Qi−1,Qi

)
or M

(
Qi,Qi+1

)
; (3) Q3¤Cq contains at least one

block1 and one block2, and in every block2, two vertices in the first canonical Qi are covered by M
(
Qi,Qi+1

)
and

two vertices in the last canonical Qj are covered by M
(
Qj−1,Qj

)
.

Key words：Hamiltonian cycle; perfect matching; Cartesian product

0 引 言

图G顶点集和边集分别用V (G)和E (G)表示. n维超立方体Qn顶点集为V (Qn) = {(x1x2 · · ·xn) |xi ∈{0,1}},
任意两个顶点之间有边当且仅当它们仅有一个坐标不同. 包含图G的每个顶点的路称为G的哈密顿路, 类似的,

G的哈密顿圈是指包含图G的每个顶点的圈. 众所周知, 当n≥ 2时, Qn中存在哈密顿回路. 随后, 学者们对超立

方体中满足一些附加性质的哈密顿圈进行了研究, 相关结果可参阅文献[1−4].
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对于M ⊆ E (G), 若M中任意两条边在图G中均不相邻, 则称M是图G的一个匹配, 与M中边相关联的点称

为被M饱和的点. 若M饱和了图G中所有点,那么M为图G的一个完美匹配. Ruskey和Savage[5]提出猜想:超立方

体中任意匹配可扩充为哈密顿圈. Zulkoski等[6]利用计算机算法,证实了该猜想在n≤ 5时成立. Wang和Zhao[7]给

出了n = 5时结论成立的具体证明. 关于可以扩充为Qn中哈密顿圈的匹配阶数, 学者们也给出了一些结论, 相关

结果可以在文献[2,8−9]中查询. 最新的结论由Dvořák和Fink[10]得到, 他们将超立方体中可以扩充为哈密顿圈的

匹配阶数提高到n2/16+n/4.

设K (G)是以V (G)为顶点集的完全图. 1996年, Kreweras[11]在Ruskey和Savage[5]猜想的基础上提出新的猜

想: 超立方体中完美匹配可扩充为哈密顿圈. Fink[12]证实了这一猜想并给出了更强的结论: K (Qn)中任意完美

匹配可由Qn中边扩充为哈密顿圈. 由此展开了对图的完美匹配扩充为哈密顿圈的充分必要条件的研究. Alah-

madi等[13]在研究超立方体的正则生成子图与哈密顿性时, 对3-正则图上完美匹配扩充为哈密顿圈进行了完整的

刻画, 并得出了一些笛卡儿积图上的相关结论. Gauci和Zerafa研究了几类特殊的4-正则图上完美匹配扩充为哈

密顿圈的性质[14−15].

在本文中, 我们主要研究一类特殊的5-正则图Q3¤Cq中完美匹配可以扩充为哈密顿圈的充分条件, 并证明

了结论.

定理 1 M是Q3¤Cq =Q1Q2 · · ·Qq的完美匹配, q≥ 1, S = {Q1,Q2, · · · ,Qq}为Q3¤Cq中所有Q3的集合, 若满足

下列条件之一, 则M可以扩充为哈密顿圈:

(1) M中边均在Q3中;

(2) 任意Qi ∈S中都存在点被M (Qi−1,Qi)或M (Qi,Qi+1)饱和;

(3) Q3¤Cq中至少各存在一个block1和block2, 且每个block2中第一个Qi与最后一个Qj分别被M (Qi,Qi+1)与

M (Qj−1,Qj)饱和的点的数量均为2.

假设两个图G和H, 满足V (G) = V (H), E (G) ⊇ E (H). 如果图H中任意完美匹配M可扩充为哈密顿圈, 显

然M也可扩充为G中哈密顿圈. 为了证明定理1, 我们先引入定理2.

定理 2 M是Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq的完美匹配, q≥ 1, S = {Q1,Q2, · · · ,Qq}为Q3¤Pq中所有Q3的集合, 若满足

下列条件之一, 则M可以扩充为哈密顿圈:

(1) M中边均在Q3中;

(2) 任意Qi ∈S中都存在点被M (Qi−1,Qi)或M (Qi,Qi+1)饱和;

(3) Q3¤Pq中至少各存在一个block1和block2, 且每个block2中第一个Qi与最后一个Qj分别被M (Qi,Qi+1)与

M (Qj−1,Qj)饱和的点的数量均为2.

1 预备知识

对于V ⊆ V (G), G [V ]表示图G在V上的导出子图, G−V表示G [V (G)\V ]. 设Pab是一条以a,b为端点的路.

如果V (Pab)∩V (Pbc) = {b}, 则用Pab +Pbc表示a,c间的一条路. 特别的, Pab长度为1时, 用ab表示Pab. 如果Pq =

x1x2 · · ·xq上x1和xq有边相连, 称它为圈Cq. 本文中的m路, 指长度为m的路.

在超立方体Qn中, 定义两点u = u1u2 · · ·un和v = v1v2 · · ·vn之间的距离为d(u,v) = |{i |ui 6= vi }|. 当d(u,v) =

n时, 称u,v是一对对立点, 或u,v对立. 用dim(uv) = {i |ui 6= vi }表示边uv的维度. 相似的, 可以定义边集E ⊆
E (Qn)的维度, 令dim(E) = {i∈dim(uv) |uv ∈E (Qn)}. Q3是一个8阶图, 在不考虑同构的情况下完美匹配共

有9种, 分别记这9种完美匹配为F1,F2, · · · ,F9, 其中, 当1≤ i≤ 3时, |dim(Fi)|=1, 当4≤ i≤ 9时, |dim(Fi)|=2.

图G和图H的笛卡儿积图用G¤H表示. 它的点集为V (G¤H) = V (G)¤V (H). 设(ui,vj),(uk,vl)∈ V (G¤H),

若ui = uk且vjvl ∈ E (H), 或uiuk ∈ E (G)且vj = vl, 则(ui,vj)(uk,vl) ∈ E (G¤H). 本文中, 我们主要的研究对象

是Q3¤Pq和Q3¤Cq. 为了更直观地理解, 我们可以把Q3¤Pq看作路Pq = v1v2 · · ·vq中每个顶点都用一个Q3替换得

到的图. 按照路从v1到vq的顺序记这些Q3为Q1,Q2, · · · ,Qq, 用Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq表示, Qi(1 ≤ i ≤ q)同构于Q3.

令S为Q3¤Pq中所有Q3的集合, Qi,Qj ∈S, M为Q3¤Pq的完美匹配,

E (Qi)= {uv ∈E (Q3¤Pq) |u,v ∈V (Qi)} ,

E (Qi,Qj)= {uv ∈E (Q3¤Pq) |u∈V (Qi) ,v ∈V (Qj)},
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M (Qi)= {uv ∈M |u,v ∈V (Qi)},
M (Qi,Qj)= {uv ∈M |u∈V (Qi) ,v ∈V (Qj)}.

S′ ⊆ S, M (S′) = {uv ∈M |u,v ∈V (S′)}. 若u ∈ V (Qi) ,v ∈ V (Qi+1) ,uv ∈ E (Qi,Qi+1), 则称u是v在Qi中的对应

点, v是u在Qi+1中的对应点. 若uv ∈E (Qi) ,xy ∈E (Qi+1), 且u与x对应, v与y对应, 则称uv是xy在Qi中的对应边,

xy是uv在Qi+1中的对应边. 若对某个Qi, |M (Qi)| = 4, 且M (Qi)与Fk ∈ {F1, · · · ,F9}相同, 那么称Qi的匹配类型

为Fk, 记M (Qi)= Fk.

2 一些性质及引理

定理 3[12] K (Qn)中任意完美匹配可由Qn中边扩充为哈密顿圈.

性质 1 在Q3中, 有以下性质:

(1) M是Q3的完美匹配, e ∈ E (Q3)\M . 若|dim(M)| = 1, 则存在一个包含M的哈密顿圈也包含e; 若

|dim(M)|=2, 则存在一条包含M的哈密顿路Puv也包含e, 且u,v对立.

(2) M是Q3的完美匹配, |dim(M)| = 1, u,v ∈ V (Q3)对立, 则在Q3中存在两条点不交的3路Pux,Pvy满足:

V (Pux)∪V (Pvy)= V (Q3); E (Pux)∪E (Pvy)⊇M ; x,y对立, {x,y}∩{u,v}=∅.

(3) uv ∈E (Q3), M是Q3−{u,v}的完美匹配, |dim(M)|=2, 则在Q3中: (i)存在两条点不交的路Pux,Pvy满足:

V (Pux)∪V (Pvy)= V (Q3); E (Pux)∪E (Pvy)⊇M ; x,y对立, {x,y}∩{u,v}=∅. (ii)存在一条以u或v为端点的路(不

妨设为前者)Pux满足: V (Pux)= V (Q3)\{v}; E (Pux)⊇M ; x,v对立.

(4) u,v ∈ V (Q3), M是Q3−{u,v}的完美匹配, e ∈ E (Q3)\M(当uv ∈ E (Q3)时, e ∈ E (Q3)\ (M ∪{uv})), 若
边uv ∈E (Q3)且|dim(M)|=1, 或u,v对立, 则存在u,v间一条7路Puv满足: V (Puv)= V (Q3), E (Puv)⊇ e∪M .

引理 1 设M是Q3¤P2 = Q1Q2的完美匹配且均在Q1和Q2中. 若|dim(M (Q1))| 6= |dim(M (Q2))|, 则对任意一
对对立点u,v ∈V (Q1),存在两条点不交的路Puu′ ,Pvv′满足: V (Puu′)∪V (Pvv′)= V (Q3¤P2); E (Puu′)∪E (Pvv′)⊇M ;

u′,v′为u,v在Q2中对应点.

证明 令{α,β,γ} = {1,2,3}, 不妨设|dim(M (Q1))| = 2, |dim(M (Q2))| = 1. 在Q1中任取一对对立点u,v,

设u′,v′为u,v在Q2中的对应点.

当dim(M (Q1))∩dim(M (Q2)) 6=∅时, 不妨设dim(M (Q1)) = {α,β}, dim(M (Q2)) = {α}. 在u,v中有且仅有

一点, 设为u, 存在边ua ∈ M (Q1)且ua在Q2中的对应边u′a′ ∈ M (Q2), 即: dim(ua) = {α}, 此时令Puu′ = uaa′u′.

在Q1中, 以u,v为端点且经过M (Q1)的路只有一条, 令Puv = ua+ab+Pbv, 其中, ab /∈M (Q1), 那么dim(ab) = {β}.
dim(E (Pbv)\(M (Q1)\{ua}))= {α,γ},取其中维度为α的边记为cd, cd在Q2中的对应边c′d′ ∈M (Q2). 此时M (Q2)

中除了u′a′和c′d′外, v′和b′分别属于不同的边,则v′和b′间有一条包含剩余两条边的3路Pv′b′ . 令E (Pvv′)= E (Pvb)∪
E (Pv′b′)∪{bb′, c′d′, cc′,dd′}\{cd}.
当dim(M (Q1))∩dim(M (Q2)) = ∅时, 不妨设dim(M (Q1)) = {α,β}, dim(M (Q2)) = {γ}. 设ua ∈M (Q1)且

dim(ua) = {α}, 取M (Q1)中另一条维度为α的边记为cd, 令Pud = uacd. 设M (Q1) = {ua,cd,xy,vb}, 其中d(x,v) =

2, {u,a,c,d,x,y,v,b}在M (Q2)中的对应点为{u′,a′, c′,d′,x′,y′,v′, b′}, 所以dim(ux) = dim(u′x′) = dim(d′y′) = {γ}.
在Q2中, v′, b′间有一条3路Pv′b′ = v′c′a′b′, 令Pvv′ = vb+bb′+Pv′b′ , Puu′ =Pud +dd′+d′y′+y′y+yx+xx′+x′u′.

引理 2 设M是Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq的完美匹配且均在Q3中, q ≥ 1. 如果|dim(M (Qi))| = 1, 1 ≤ i ≤ q, 那么

对任意u,v ∈ V (Q1)对立, Q3¤Pq中都有两条点不交的路Pux,Pvy满足: V (Pux)∪V (Pvy) = V (Q3¤Pq); E (Pux)∪
E (Pvy)⊇M ; x,y ∈V (Qq)对立.

证明 我们将通过对q归纳进行证明. 设u,v ∈V (Q1)对立. q =1时结论显然成立. 假设结论对q−1成立, 下面

证明结论对于q也是成立的. 根据归纳假设我们有: 在前q−1个Q3中,有两条点不交的路满足结论,设为Puw和Pvt,

w,t∈V (Qq−1)对立. 令w,t在Qq中的对应点为w′, t′,那么在Qq中存在两条3路设为Pw′x, Pt′y,使E (Pw′x)∪E (Pt′y)⊇
M (Qq)且x,y对立. 令Pux =Puw +ww′+Pw′x, Pvy =Pvt + tt′+Pt′y, 从而结论成立.

引理 3 设M是Q3¤P3 = Q1Q2Q3的完美匹配且均在Q3中. 若|dim(M (Q1))| = |dim(M (Q2))| = 2, |dim(M

(Q3))| = 1, 则对任意对立点u,v ∈ V (Q1), Q1Q2上存在包含M (Q1) ,M (Q2)的路Puv, 满足: 存在e ∈ (E(Q2)∩E

(Puv))\M(Q2), 使e在Q3中的对应边不属于M (Q3).
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证明 设u,v ∈Q1对立, 则存在Q1中一条包含M (Q1)的7路P ′
uv. 令E (P ′

uv)\M (Q1) = {e1,e2,e3}, 则有dim(e1),

dim(e2)和dim(e3)互不相等. 不妨设dim(e2) /∈dim(M (Q2)).

若e1,e3中至少有一条边在Q2中的对应边属于M (Q2),不妨设e1 = ab的对应边e′ = a′b′ ∈M (Q2),则有dim(e1)

= dim(e′). 在Q2中, M (Q2)\{e′}可扩充为长度为6的圈, 记为C ′. 令C ′上不属于M (Q2)的三条边分别为f1,f2,f3.

设dim(f1) = dim(f2)且dim(f1)∩dim(M (Q2)) =∅, dim(f3) = dim(e′), 那么我们有e2与f1或f2是对应边. 设e2 =

cd与f1 = c′d′对应, 所求Q1Q2上的Puv为: E (Puv)= E (P ′
uv)∪E (C ′)∪{e′,aa′, bb′, cc′,dd′}\{e1,e2,f1}.

若e1,e3在Q2中的对应边都不属于M (Q2),在Q2中, M (Q2)可扩充为两个长度为4的圈,记为C1,C2. 令(E(C1)

∪E(C2))\M (Q2) = {f1,f2,f3,f4}. 不妨设f1,f2 ∈ E (C1), f3,f4 ∈ E (C2), 那么有dim(f1) = dim(f2) 6= dim(f3) =

dim(f4). 设dim(e1) = dim(f1), dim(e2) = dim(f3), 则e1与f1或f2对应, e2与f4或f3对应. 假设都为前者, 所求

为E (Puv)= E (P ′
uv)∪E (C1)∪E (C2)∪{aa′, bb′, cc′,dd′}\{e1,e2,f1,f4}.

注意在两种情况下都有dim(f2) 6=dim(f3), 则必有f2或f3在Q3中的对应边不属于M (Q3), 结论成立.

引理 4 Q3¤P2 = Q1Q2, x,y ∈V (Q1)对立, uv ∈E (Q2), M (Q1)是Q1中完美匹配, M (Q2)是Q2−{u,v}中完美
匹配. 若满足下列条件之一:

(1) |dim(M (Q1))|=2;

(2) |dim(M (Q1))|=1且|dim(M (Q2))|=2.

则在Q3¤P2中存在两条点不交的路Pux,Pvy满足: V (Pux)∪V (Pvy)= V (Q3¤P2); E (Pux)∪E (Pvy)⊇M (Q1)∪
M (Q2).

证明 当|dim(M (Q1))| = 2时, 在Q1中有一条包含M (Q1)的7路记为Pxy. 令{α,β,γ} = {1,2,3}. 不妨设dim

(M (Q1)) = {α,β}. 若|dim(M (Q2))| = 1, 则一定存在边e = ab ∈ E (Pxy) \M (Q1), 使e在Q2中对应边e′ = a′b′ /∈
M (Q2)∪{uv}, 根据性质1(1)可知Q2中有一个包含M (Q2)∪{uv,e′}的哈密顿圈记为C1, C1删去边uv得到7路Puv.

若|dim(M (Q2))|= 2, 此时设dim(M (Q2)) = {α,γ}. M (Q2)∪{uv}可扩充为Q2上8圈C2, C2删去边uv得到7路Puv,

且dim(Puv \M (Q2))= {β}. 取Pxy\M (Q1)中e= ab,满足dim(e)= {β},那么e在Q2中对应边e′ = a′b′ ∈Puv\M (Q2).

dim(M (Q2)) = {α,β}时同理. 在以上两种情况中, 不妨设Pxy上a在x,b之间, Puv上a′在u,b′之间. 令Pxu = Pxa +

aa′+Pa′u, Pyv =Pyb +bb′+Pb′v.

若|dim(M (Q1))|=1且|dim(M (Q2))|=2,由性质1(2)可知, Q1中有两条3路Pxw, Pyt,且w,t对立,令w,t在Q2中

对应点为w′, t′. 当{w′, t′}∩ {u,v} 6= ∅时, 不妨设t′ = v, 则v,w′对立. 由性质1(3)可得, 在Q2中有包含M (Q2)的

路Pw′u. 此时令Pxu =Pxw+ww′+Pw′u, Pyv =Pyt+tt′+Pt′v为所求. 当{w′, t′}∩{u,v}=∅时, Q2中存在两条路Pw′u,

Pt′v, 此时令Pxu =Pxw +ww′+Pw′u, Pyv =Pyt + tt′+Pt′v.

3 Q3¤Pq中包含M的哈密顿圈构造
引理 5 设M是Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq的完美匹配, q ≥ 1, S = {Q1,Q2, · · · ,Qq}为Q3¤Pq中所有Q3的集合.

若M中边均在Q3中, 则M可扩充为哈密顿圈.

证明 定义Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq的匹配序列F ∈ {F 1F 2 · · ·F i · · ·F q | 1≤ i≤ q,F i ∈ {F1,F2, · · · ,F9}}, M (Qi) =

F i. 令Q3¤Pq中包含M的哈密顿圈为C.

情况 1 对任意Qi ∈S, |dim(M (Qi))|=1.

当q = 1时结论显然成立. 假设结论对q−1是成立的, 下面我们证明结论对于q也是成立的. 根据归纳假设我

们有: Q3¤Pq的前q−1个Q3中有包含完美匹配的哈密顿圈,记为C1. 那么C1中存在边e= ab∈E (Qq−1)\M (Qq−1),

使e在Qq中的对应边e′ = a′b′ ∈ E (Qq) \M (Qq). 在Qq中, 有一个包含M (Qq)∪ e′的哈密顿圈C2. 此时E (C) =

E (C1)∪E (C2)∪{aa′, bb′}\{e,e′}为所求.

我们把这种Qi以8圈的形式融入整体哈密顿圈的方式记为8− cycle方式. 类似的, 在后面的证明过程中, 还

会出现7−path方式, 6−cycle方式以及4−cycle方式.

情况 2 对任意Qi ∈S, |dim(M (Qi))|=2.

子情况 2.1 q为偶数.

令q/2 = j, 对j进行归纳. 当j = 1时, Q1中存在一条包含M (Q1)的7路Puv, u,v对立. 令u,v在Q2中对应点
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为u′,v′, Q2中包含M (Q2)的7路记为Pu′v′ . 此时容易求得E (C)= E (Puv)∪E (Pu′v′)∪{uu′,vv′}. 假设结论对j−1是

成立的, 下面证明结论对j也是成立的. 根据归纳假设我们有: Q3¤Pq的前2q − 2个Q3中有包含完美匹配的哈

密顿圈记为C1. 由于Q2q−2以7− path方式融合进C1, 那么(E (C1)∩E (Q2q−2)) \M (Q2q−2)中一定存在e = ab, 其

在Q2q−1中的对应边e′ = a′b′ /∈ M (Q2q−1). 由性质1(1)可得, Q2q−1中有一条包含M (Q2q−1)和e′的7路Pwt, w,t对

立. 令w,t在Q2q中的对应点为w′, t′, Q2q中有一条包含M (Q2q)的7路Pw′t′ . 记C2 = Pwt + ww′ + tt′ + Pw′t′ . 此

时E (C)= E (C1)∪E (C2)∪{aa′, bb′}\{e,e′}为所求.

子情况 2.2 q为奇数.

当q = 1时, 结论成立. 当q ≥ 3时, 根据子情况2.1可知, 在Q1Q2 · · ·Qq−3中存在包含完美匹配的哈密顿圈记

为C1,且(E (C1)∩E (Qq−3))\M (Qq−3)中一定存在e= ab,其在Qq−2中的对应边e′ = a′b′ /∈M (Qq−2),在Qq−2中存在

包含e′和M (Qq−2)的7路Puv, u,v对立. 令u,v在Qq−1中对应点为u′,v′, 由引理3可知Qq−1Qq中存在包含M (Qq−1)∪
M (Qq)的哈密顿路Pu′v′ . 所求为E (C)= E (C1)∪E (Puv)∪E (Pu′v′)∪{aa′, bb′}\{e,e′}.
情况 3 存在Qi,Qj ∈S, i 6= j, |dim(M (Qi))| 6= |dim(M (Qj))|.
对于匹配序列F , 我们把单独出现的属于{F4,F5, · · · ,F9}中的部分记为seg1, |seg1|表示这部分中Q3的个数,

|seg1|=1; 连续出现的偶数个属于{F4,F5, · · · ,F9}中的部分记为seg2; 连续出现的奇数个属于{F4,F5, · · · ,F9}中的
部分记为seg3; 连续出现的属于{F1,F2,F3}中的部分记为seg4. seg1,seg2,seg3,seg4都称为segment. 例如, F =

F1F4F5F2F3F1F6F2F7F8F9F3F1F2是Q3¤P14的匹配序列, 可以分割化简为7个“片段”的序列: F = seg4seg2seg4

seg1seg4seg3seg4. 令F中交替出现的seg1,seg2,seg3,seg4数目之和为n, n≥ 2.

当n =2时,令Q1 · · ·Qi中匹配序列为seg4, Qi+1 · · ·Qq中匹配序列为F的第二个segment. 根据情况1, Q1 · · ·Qi中

有包含完美匹配的哈密顿圈C1. 当F = seg4seg1时, 若dim(M (Qi))∩dim(M (Qq)) 6=∅, 则存在e = ab ∈ (E(C1)∩
E(Qi)) \M (Qi), 使e在Qq中对应边e′ = a′b′ /∈ M (Qq). Qq中有包含M (Qq)和e′的8圈C2. 反之, Qq中有两个包

含M (Qq)的4圈记为C3,C4,且(E (C1)∩E (Qi))\M (Qi)中存在e= ab,f = cd,使其在Qq中对应边e′ = a′b′,f ′ = c′d′分

别属于E (C3)和E (C4)且不属于M (Qq). 当F = seg4seg2, F = seg4seg3时, 存在e= ab∈ (E (C1)∩E (Qi))\M (Qi),

e在Qi+1中对应边e′ = a′b′ /∈ M (Qi+1). 根据情况2, Qi+1 · · ·Qq中存在包含完美匹配和e′的哈密顿圈C2. 所求

为E (C)= E (C1)∪E (C2)∪{aa′, bb′}\{e,e′}或E (C)= E (C1)∪E (C3)∪E (C4)∪{aa′, bb′, cc′,dd′}\{e,e′,f,f ′}.
在继续证明之前,我们先证明两个结论:设M是Q3¤Pq =Q1Q2 · · ·Qq的完美匹配且边均在Q3中, F为Q3¤Pq的

匹配序列, 令F中交替出现的seg1,seg2,seg3,seg4数量之和为n.

结论 1 若n≥ 1且F中seg4的数量大于等于seg1,seg2,seg3数量之和, 那么对任意的u,v ∈V (Q1)对立, Q3¤Pq

中存在两条点不交的路Pux,Pvy满足: V (Pux)∪V (Pvy)= V (Q3¤Pq); E (Pux)∪E (Pvy)⊇M ; x,y ∈V (Qq)对立.

当n = 1时结论显然成立. 当n≥ 2时, 不妨设F第一个segment为seg4. 若n为偶数, 令n/2 = j, 对j进行归纳.

当j = 1时, 记Q1 · · ·Qi和Qi+1 · · ·Qq中匹配序列分别为seg4和第二个segment. F = seg4seg1时, Q1 · · ·Qi−1中存在

两条包含完美匹配的路Puw, Pvt, w,t ∈ V (Qi−1)对立. w′, t′为其在Qi中对应点, 根据引理1, QiQq中有Pw′x, Pt′y,

x,y ∈ V (Qq)对立. 所求为Pux = Puw +ww′+Pw′x, Pvy = Pvt + tt′+Pt′y. F = seg4seg2时, Q1 · · ·Qi中存在两条包

含完美匹配的路Puw, Pvt, w,t ∈ V (Qi)对立. w′, t′为其在Qi+1中对应点, 则Qi+1中有包含M (Qi+1)的7路Pw′t′ , 其

上有边e = ab /∈M (Qi+1)在Qi+2中对应边e′ = a′b′ /∈M (Qi+1). 根据情况2, Qi+2 · · ·Qq中有包含完美匹配和e′的哈

密顿路Pxy, x,y ∈ V (Qq)对立. 不妨设Pw′t′上a位于w′和b之间, Pxy上a位于x和b′之间, 所求为Pux = Puw +ww′+

Pw′a +aa′+Pa′x, Pvy = Pvt + tt′+Pt′b + bb′+Pb′y. F = seg4seg3时, Q1 · · ·Qi+1中构造过程与F = seg4seg1类似,

Qi+2 · · ·Qq中构造过程与F = seg4seg2中Qi+1 · · ·Qq类似. 假设结论对j−1是成立的,结论对于j(j≥ 2)也是成立的,

证明过程同引理2类似. 当n为奇数时, F可以看作n为偶数情况中匹配序列再补充seg4, 此时根据引理2, 结论显

然也成立.

结论 2 若n≥ 2且F中第一个segment为seg4, 或n = 1且F 6= seg4, 那么对任意的u,v ∈ V (Q1)对立, Q3¤Pq中

存在包含M的哈密顿路Puv.

当n = 1时, 若F = seg1, 结论成立. 若F = seg2, |seg2| = 2时结论可由引理3推出, |seg2| ≥ 4时, Q1中存在

路P ′
uv, 满足E (P ′

uv) \E (Q1)中有边e1 = a1b1在Q2中对应边e′1 = a′1b
′
1 ∈ E (Q2) \M (Q2). Q2中有8圈C1包含{e′}∪

M (Q2)且E (C1)\ (M (Q2)∪{e′})中有边e2 = a2b2在Q3中对应边e′2 = a′2b
′
2 /∈M (Q3). 根据情况2可知在Q3 · · ·Qq中
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有包含e′2和完美匹配的哈密顿圈记为C2. 所求为E (Puv) = E (P ′
uv) ∪ E (C1) ∪ E (C2) ∪ {a1a

′
1, b1b

′
1,a2a

′
2, b2b

′
2} \

{e1,e
′
1,e2,e

′
2}. 若F = seg3, Q1中存在路P ′

uv, 满足E (P ′
uv) \E (Q1)中有边e = ab在Q2中对应边e′ = a′b′ ∈ E (Q2) \

M (Q2),在Q2 · · ·Qq中有包含e′和完美匹配的哈密顿圈记为C1. 所求为E (Puv)= E (P ′
uv)∪E (C1)∪{aa′, bb′}\{e,e′}.

当n≥ 2时, 记F前n−1个segment对应的部分为Q1 · · ·Qi, 最后一个segment对应部分为Qi+1 · · ·Qq. 若F最后

一个segment不为seg4, 根据结论1, Q1 · · ·Qi中存在两条包含完美匹配的点不交的路记为Pux,Pvy, u,v ∈ V (Q1)对

立, x,y ∈ V (Qi)对立. 令x,y在Qi+1中对应点为x′,y′, 由n = 1时结论成立可得, Qi+1 · · ·Qq中存在包含完美匹

配的哈密顿路Px′y′ . 所求为Puv = Pux + xx′ + Px′y′ + yy′ + Pvy. 若F最后一个segment为seg4, 可以看作前

述情况中匹配序列再补充seg4, 不妨设Q1 · · ·Qi中完美匹配扩充的哈密顿路为P ′
uv. 在构造过程中, 多数情况

下Qi中M (Qi)是以7− path方式融合在P ′
uv中, 个别为6− cycle方式或4− cycle方式. 不论以哪种方式融合, 总

存在e = ab ∈ (E (P ′
uv)∩E (Qi))\M (Qi)在Qi+1中对应边e′ = a′b′ /∈M (Qi+1). 在Qi+1 · · ·Qq中记包含e′和完美匹配

的哈密顿圈为C1. 此时, 所求可以通过融合P ′
uv,C1得到, E (Puv)= E (P ′

uv)∪E (C1)∪{aa′, bb′}\{e,e′}.
我们继续引理5的证明. 当n = 3时, 记Q1 · · ·Qi, Qi+1 · · ·Qj和Qj+1 · · ·Qq的匹配序列依次对应三个segment.

若F中有两个seg4, 可以看作n = 2情况下匹配序列再补充seg4. 若F中仅一个seg4, 在Q1 · · ·Qi和Qi+1 · · ·Qq中, 根

据结论2分别存在两条包含完美匹配的哈密顿路Puv,Pu′v′ , u,v ∈ V (Qi)对立, u′,v′ ∈ V (Qi+1)是u,v的对立点. 所

求为E (C)= E (Puv)∪E (Pu′v′)∪{uu′,vv′}.
当n ≥ 4时, 若F中seg4数量小于seg1,seg2,seg3数量之和, 令Q1 · · ·Qi, Qj+1 · · ·Qq和Qi+1 · · ·Qj的匹配序列依

次对应F第一个, 最后两个以及其余的segment. 根据结论1和结论2, 我们分别有Q1 · · ·Qi中包含完美匹配的哈

密顿路Puv, u,v ∈ V (Qi)对立, Qi+1 · · ·Qj中两条点不交的路Pu′x,Pv′y, x,y ∈ V (Qj)对立, Qj+1 · · ·Qq中哈密顿

路Px′y′ , x′,y′ ∈ V (Qj+1)对立. 其中, u′,v′是u,v在Qi+1中对应点, x′,y′是x,y在Qj+1中对应点. 所求为E (C) =

E (Puv)∪E (Pu′x′)∪E (Pv′y′)∪E (Px′y′)∪{uu′,vv′,xx′,yy′}. 若F中seg4的数量等于或大于seg1,seg2,seg3数量之

和, 可以看作前述情况下匹配序列最后再补充seg4或匹配序列前后都补充seg4, 不再赘述.

至此引理5证明结束.

证明引理6之前, 我们先定义互连图(interconnection graph)I(S,E), 以S为点集, E为边集. 其中S是G =

Qn¤Pq(或Qn¤Cq)中所有Qn的集合, E是连接两个Qn的边的集合, E = {uv ∈E (G) |u∈V (Qi) ,v ∈V (Qi+1)} .

引理 6设M是K (Qn¤Pq)中完美匹配, q,n≥ 2, S = {Q1,Q2, · · · ,Qq} . 如果任意Qi ∈S中都存在点被M(Qi−1,

Qi)或M (Qi,Qi+1)饱和, 则M可由Qn¤Pq中边扩充为哈密顿圈.

证明 对任意Qi ∈ S, 总有|V (M (Qi−1,Qi))∩V (Qi)|或|V (M (Qi,Qi+1))∩V (Qi)|为偶数. 我们将通过对I(S,

M)连通分支数ω进行归纳来证明结论.当ω =1即I (S,M)连通时,对q进行归纳.当q =2时, Qn¤P2同构于n+1维超

立方体Qn+1,结论显然成立. 假设结论对q−1成立,下面证明结论对q≥ 3也成立. 取I(S,M)生成树的叶子节点Q1,

令S′ =S\{Q1}, M (Q1,Q2)= {ukvk ∈M |uk ∈V (Q1) ,vk ∈V (Q2) ,2≤ k≤ 2n−2}. 在S′中,令M ′为{v1,v2, · · · ,vk}形
成的完美匹配, 那么M (S′)∪M ′可由E(S′)中边扩充为K(S′)的一个哈密顿圈, 记为C1. 在C1中删去M ′中边, 得

到k/2条点不交的路, 不妨设这些路为Pv1v2 , · · · ,Pvk−1vk
. 在Q1中, 令M ′′ = {u1u2, · · · ,uk−1uk}, M ′′∪M (Q1)也可

以由E (Q1)中边扩充为K (Q1)中哈密顿圈, 记为C2. 在C2中, 把边uiui+1替换为路: uivi +Pvivi+1 +vi+1ui+1, 从而

把C2扩充为K(S)上包含M的哈密顿圈C.

假设结论对ω−1成立, 当ω≥ 2时, 按照顺序分别记这些连通分支为S1,S2, · · · ,Sω. 令S′为前ω−1个连通分支

中Q3的集合, S′ = {Q1, · · · ,Qk}, Sω = {Qk+1, · · · ,Qq}, V (M (Qk−1,Qk))∩V (Qk)= {x1, · · · ,xj}, V (M (Qk+1,Qk+2))∩
V (Qk+1) = {y1, · · · ,yj}, 2≤ i, j≤ 2n. 根据归纳假设我们有, M (S′)可扩充为K(S′)的哈密顿圈, 记为C1, M (Sω)也

可扩充为K (Sω)中哈密顿圈, 记为C2. 观察ω = 1时圈的构造过程, 我们可知Qk为C1的融合贡献了i/2条点不

交的路, 且其端点集合为{x1, · · · ,xi}, 那么C1删掉这些路, 得到了同样以{x1, · · · ,xi}为端点的i/2条点不交的路,

设这i/2条路为Px1x2 , · · · ,Pxi−1xi
. 同理, 在Sω中, C2删去Qk+1中一些路也得到j/2条点不交的路, 其端点集合

为{y1, · · · ,yj}, 设这j/2条路为Py1y2 , · · · ,Pyj−1yj
. 在QkQk+1中, 令M ′ = {x1x2, · · · ,xi−1xi,y1y2, · · · ,yj−1yj}, M ′ ∪

M (Qk) ∪M (Qk+1)可由QkQk+1中边扩充为K (QkQk+1)中哈密顿圈, 记为C3. 在C3上, 把边xnxn+1替换为路:

Pxnxn+1 , 把边ymym+1替换为路: Pymym+1 , 就得到了一个K (Qn¤Pq)上包含M的哈密顿圈C, 从而引理得证.

我们把Q3¤Pq =Q1Q2 · · ·Qq中所有Qi按照是否有点被M (Qi−1,Qi)或M (Qi,Qi+1)饱和,分别表示为block1和
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block2. 把连续出现的所有点都被Q3中M的边饱和的部分记为block1, 把连续出现的有点被连接两个Q3的M中

边饱和的部分记为block2. 此时, Q3¤Pq可表示为block1和block2交替出现的序列.

引理 7 设M是Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq的完美匹配, q ≥ 3, 若Q3¤Pq中至少各存在一个block1和block2, 且每

个block2中第一个Qi与最后一个Qj分别被M (Qi,Qi+1)和M (Qj−1,Qj)饱和的点的数量均为2, 则M可扩充为哈

密顿圈.

证明 假设Q3¤Pq中某个block2 = Qi · · ·Qj , 且V (M (Qi,Qi+1))∩V (Qi) = {u,v}, u,v在Qi+1中对应点为u′,v′,

V (M (Qj−1,Qj))∩V (Qj) = {x,y}, x,y在Qj−1中对应点为x′,y′. 根据引理6可知, 在Qi+1 · · ·Qj−1中, {u′v′,x′y′}∪
M (Qi+1 · · ·Qj−1)可扩充为K (Qi+1 · · ·Qj−1)中的哈密顿圈,记为C1. 在Qi和Qj中分别有包含M (Qi)∪{uv}和M(Qj)

∪{xy}的8圈C2,C3. C2删去边uv得到的路记为Puv, C3删去边xy得到的路记为Pxy. 此时我们构造了Qi · · ·Qj上包

含完美匹配的哈密顿圈C, E (C) = E (C1)∪E (Puv)∪E (Pxy)∪{uu′,vv′,xx′,yy′}\{uv,u′v′,xy,x′y′}. 从构造过程
中可以观察到,在Qi和Qj中以何种方式得到包含M (Qi)和M (Qj)的路Puv, Pxy并不影响Qi+1 · · ·Qj−1中形成的C1,

Puv和Pxy之间也并不互相影响.

令Q3¤Pq中block的个数为n. 我们通过对n归纳证明本引理. 设Q3¤Pq中包含M的哈密顿圈为C. 当n =

2时, 设Q3¤Pq = block2block1. 令Q1 · · ·Qk为block2, Qk+1 · · ·Qq为block1, V (M (Qk−1,Qk)) ∩ V (Qk) = {u,v},
M (Q1 · · ·Qk)和M (Qk+1 · · ·Qq)分别在Q1Q2 · · ·Qk和Qk+1 · · ·Qq中扩充的哈密顿圈为C1, C2, 根据构造过程我们可

知, Qk为C1贡献了包含M (Qk)的7路Puv, Qk+1以8− cycle, 6− cycle, 4− cycle或7− path的方式融入C2. 令C1删

掉Puv后得到的路为P ′
uv.

若u,v是Qk中对立点,或uv ∈E (Qk)且|dim(M (Qk))|=1,根据性质1(4), Qk中有一条不同于Puv且包含M (Qk)

的路P ′′
uv, 其上存在边e = ab /∈M (Qk)在Qk+1中的对应边e′ = a′b′ ∈ (E (C2)∩E (Qk+1))\M (Qk+1). 所求为E (C) =

E (P ′
uv)∪E (P ′′

uv)∪E (C2)∪{aa′, bb′} \ {e,e′}. 因此设uv ∈ E (Qk), |dim(M (Qk))| = 2. 如果Qk+1以7− path方式

融入C2, 那么一定存在某边e = ab ∈E (Puv)\M (Qk)在Qk+1中的对应边e′ = a′b′ ∈ (E (C2)∩E (Qk+1))\M (Qk+1),

可以通过e,e′融合C1,C2得到C. 所以我们只用考虑Qk+1以8− cycle, 6− cycle或4− cycle方式融入C2的情况, 此

时block1的匹配序列F有五种, 分别为: seg4, seg4 · · · , seg1seg4, seg3seg4, seg2 · · ·且|seg2|=2.

F = seg4时, 若在Qk中, M (Qk)∪{uv}可以以4− cycle方式融入C2中, 设这两个圈为C3和C4, 即有e = ab ∈
E (C3)\M (Qk), f = cd∈E (C4)\M (Qk), 其在Qk+1中对应边e′ = a′b′,f ′ = c′d′ ∈ (E (C2)∩E (Qk+1))\M (Qk+1). 所

求为E (C)= E (P ′
uv)∪E (C3)∪E (C4)∪E (C2)∪{aa′, bb′, cc′,dd′}\{e,e′,f,f ′,uv}. 反之,总可以调整Qk+1融入C2的8圈

使M (Qk)∪{uv}可以以4−cycle方式融入新的C2中. 根据性质1(3)可知,在Qk中存在包含M (Qk)的Pux,Pvy, x,y对

立. 记x,y在Qk+1中对应点为x′,y′,令Pxy =P ′
uv+Pux+Pvy. F = seg4 · · ·或seg3seg4时,根据结论2可知Qk+1 · · ·Qq中

有包含完美匹配的哈密顿路Px′y′ . 所求为E (C) = E (Pxy)∪E (Px′y′)∪{xx′,yy′}. F = seg1seg4时, 在Qk+1中存

在7路Px′y′ , 满足Px′y′ \M (Qk+1)上有边e = ab, 其在Qk+2中对应边e′ = a′b′ /∈ M (Qk+2). 在Qk+2 · · ·Qq中令包

含完美匹配和e′的哈密顿圈为C3. 所求为E (C) = E (Pxy)∪E (Px′y′)∪E (C3)∪ {xx′,yy′,aa′, bb′} \ {e,e′}. F =

seg2seg4 · · ·且|seg2| = 2时, 在Qk+1中存在7路Px′y′ , 满足Px′y′ \M (Qk+1)上有边e = ab, 其在Qk+2中对应边e′ =

a′b′ ∈E (Qk+2)\M (Qk+2). 那么在Qk+2中有一条包含M (Qk+2)和e′的7路Pwt, w,t对立. w′, t′是w,t在Qk+3中对应

点, 根据结论2, Qk+3 · · ·Qq中存在包含完美匹配的哈密顿路Pw′t′ . 所求为E (C) = E (Pxy)∪E (Px′y′)∪E (Pwt)∪
E (Pw′t′)∪{xx′,yy′,aa′, bb′,ww′, tt′}\{e,e′}. F = seg2seg4且|seg2|=2时, 在QkQk+1中, 根据引理4, 存在两条包含

完美匹配的点不交的路,设为Puw,Pvt, w,t∈V (Qk+1)对立. w′, t′是w,t在Qk+2中对应点,那么Qk+2中存在7路Pw′t′ ,

满足其上有边e= ab /∈M (Qk+2),且e在Qk+3中对应边e′ = a′b′ /∈M (Qk+3). 在Qk+3 · · ·Qq中根据引理5可知,存在包

含完美匹配和e′的哈密顿圈C3. 所求为E (C)= E (P ′
uv)∪E (Puw)∪E (Pvt)∪E (Pw′t′)∪E (C3)∪{aa′, bb′,ww′, tt′}\{e,e′}.

假设结论对n−1成立, 下面证明结论对n也成立. 令Q3¤Pq = Q1Q2 · · ·Qq前n−2个block为Q1Q2 · · ·Qi, 第n−
1个block为Qi+1 · · ·Qk, 第n个block为Qk+1 · · ·Qq. 根据归纳假设, 不妨设前n−1个block中完美匹配扩充的哈密顿

圈为C1,第n个block中完美匹配扩充的哈密顿圈为C2. 若第n−1个为block2,此时构造方法与n =2时一致.以下讨

论第n−1个为block1的情况. 在第n−1个block1中,最后一个Q3融入C1的方式有8−cycle, 6−cycle, 4−cycle以及7−
path方式. 设V (M (Qk+1,Qk+2))∩V (Qk+1)= {u,v}, Qk+1以7路Puv融合在C2,令C2删去Puv得到的另一条以u,v为

端点的路为P ′
uv. 与n = 2时情况类似, 设uv ∈E (Qk+1)且|dim(M (Qk+1))|= 2, 考虑Qk以4−cycle或6−cycle或8−
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cycle方式融入C1的情况,此时block1的匹配序列F有五种情况,分别为: seg4, · · ·seg4, seg4seg1, seg4seg3, · · ·seg2

且|seg2|=2.

令V (M (Qi−1,Qi))∩V (Qi)= {x,y}. 在C1中删去Qi · · ·Qk中边得到一个以x,y为端点的路P ′
xy. 第n−1个block联

合第n个block中完美匹配是可以扩充为哈密顿圈的, 记为C ′
2. 如果x,y对立, 或xy ∈ E (Qk)且|dim(M (Qk))| = 1,

那么总存在Qi中一条包含M (Qi)的7路, 记为P ′′
xy, 使E

(
P ′′

xy

) \M (Qi)上有边e = cd在Qi+1中对应边e′ = c′d′ ∈
E (C ′

2)∩E (Qi+1)\M (Qi+1). 所求为E (C)= E
(
P ′

xy

)∪E
(
P ′′

xy

)∪E (C ′
2)∪{cc′,dd′}\{e,e′}. 因此不妨设xy ∈E (Qi),

|dim(M (Qi))| = 2. 根据性质1(3)可知, 在Qi,Qk+1中各有两条点不交的路分别为Pxw, Pyt和Pur, Pvz, w,t ∈
V (Qi)对立, r,z对立. 令w′, t′为w,t在Qi+1中对应点, r′,z′为r,z在Qk中对应点. 如果我们能构造出Qi+1 · · ·Qk,

即block1中两条包含完美匹配的点不交的路Pw′r′ ,Pt′z′ ,此时所求为E (C)= E
(
P ′

xy

)∪E (Pxw)∪E (Pyt)∪E (Pw′r′)∪
E (Pt′z′)∪E (Pru)∪E (Pzv)∪E (P ′

uv)∪{ww′, tt′, rr′,zz′}. 当F = seg4或· · ·seg4或seg4seg1或seg4seg3时,根据结论1,

容易得出结论成立. F = · · ·seg2时, 根据结论1, Qi+1 · · ·Qk−2中有两条包含完美匹配的路, 设为Pw′g,Pt′l, g, l ∈
V (Qk−2)对立,其在Qk−1中对应点为g′, l′. 那么在Qk−1中有7路Pg′l′满足其中有边e= ab /∈M (Qk−1),且e在Qk中对

应边e′ = a′b′ /∈M (Qk),则Qk中有包含e′和M (Qk)的7路Pr′z′ . 不妨设Pg′l′上a位于g′和b之间, Pr′z′上a′位于r′和z′之

间, 令Pw′r′ =Pw′g +gg′+Pg′a +aa′+Pa′r′ , Pt′z′ =Pt′l + ll′+Pl′b +bb′+Pb′z′ .

至此引理7证明结束.

定理2的证明 可由引理5∼7推得.

4 Q3¤Cq中包含M的哈密顿圈构造
定理1的证明 在定理1的证明过程中, 我们只需考虑Q3¤Cq中特有的不同于Q3¤Pq的完美匹配的情况. 当

Q3¤Cq中M满足第一、三个条件时, 结论可以通过引理5和引理7推得. 在条件二的证明过程中, 我们主要讨

论连接两个相邻Q3的M中边数的奇偶性. Q3¤Cq中, 两个相邻Q3间M中的边数可以为奇数, 但和另外两个相

邻Q3间M中的边数为偶数的情况不会同时存在. 设在Q3¤Cq中对Qi ∈S, 1≤ i≤ q都有:

情况 1 M (Qi,Qi+1)或M (Qi−1,Qi)的大小是奇数(i−1, i+1对q取模).

在此情况下, 我们有Qi ∈ S, |M (Qi,Qi+1)| 6= 0, 且为奇数. 我们将通过对q进行归纳来证明结论. 当q = 2时,

Q3¤C2同构于四维超立方体Q4, 结论显然成立. 假设结论对q−1成立, 下面证明结论对q ≥ 3也成立. 取Q1 ∈ S,

令S′ =S \{Q1},
M (Q1,Q2)= {uku

′
k |uk ∈V (Qi) ,u′k ∈V (Qi+1) ,1≤ k≤ 7},

M (Q1,Qq)=
{
vjv

′
j |vj ∈V (Qi) ,v′j ∈V (Qi−1) ,1≤ j≤ 7

}
.

令M ′为点集
{
u′1, · · · ,u′k,v′1, · · · ,v′j

}
形成的完美匹配,根据归纳假设, S′中M (S′)∪M ′可以扩充为K (S′)中哈密

顿圈. 令M (S′)∪M ′扩充形成的哈密顿圈为C2. 在C2上删掉M ′中边得到(k+j)/2条点不交的路,不妨设这些路的

集合为P ′ =
{

Pu′1u′2 , · · · ,Pu′
k−2u′

k−1
, Pu′

k
v′1 ,Pv′1v′2 , · · · ,Pv′j−1v′j

}
. 令M ′′ = {u1u2, · · · ,uk−2uk−1,ukv1,v2v3, · · · , vj−1vj},

M ′′ ∪M (Qi)可以扩充为K (Qi)中的哈密顿圈, 记为C1. 在C1中, 我们把边umum+1替换为路umu′m + Pu′mu′m+1
+

u′m+1um+1, 把边vnvn+1替换为路vnv′n +Pv′nv′n+1
+v′n+1vn+1, 1≤m≤ k−2,1≤ n≤ j−1, 把边ukv1替换为路uku

′
k +

Pu′
k

v′1 +v′1v1, 得到了Q3¤Cq中包含M的哈密顿圈.

情况 2 M (Qi,Qi+1)或M (Qi−1,Qi)的大小是偶数(i−1, i+1对q取模).

若至少存在一对相邻的Qi,Qi+1有|M (Qi,Qi+1)| = 0, 此时在Q3¤Cq中删去E (Qi,Qi+1)中边, 得到了同构

于Q3¤Pq = Qi+1 · · ·Q1Q2 · · ·Qi的图, 根据引理6, M可扩充为Q3¤Cq中哈密顿圈. 因此我们假设任意Qi ∈ S,

|M (Qi,Qi+1)| 6=0. 这种情况下哈密顿圈的构造过程与情况1类似, 不再赘述.

从而定理成立.

5 结束语

本文主要研究三维超立方体与圈的笛卡儿积图Q3¤Cq中完美匹配M可扩充为哈密顿圈的充分条件.先研究

了Q3¤Pq中完美匹配M可扩充为哈密顿圈的充分条件,并给出了每个条件下圈的构造过程,再研究了属于Q3¤Cq

但不属于Q3¤Pq中的特殊情况, 最终得出结论. 对于普遍情况下Q3¤Cq和Q3¤Pq中完美匹配M是否可以扩充为
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哈密顿圈, 后续我们将会进一步研究.
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