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具有媒体报道和个人防护意识的多时滞媒介

传染病模型 Hopf 分支分析∗

郝新杰，聂麟飞†

(新疆大学 数学与系统科学学院，新疆 乌鲁木齐 830017)

摘 要：考虑到媒体报道、个人防护意识和时滞效应对媒介传染病传播与防控的影响, 建立一类具有媒体报道延迟和

潜伏期时滞影响的媒介传染病模型. 首先, 给出基本再生数的精确表达式, 并用其刻画平衡态的存在性与稳定性, 以及

Hopf 分支的存在性. 即, 当基本再生数小于 1 时, 媒体报道延迟和病原体在媒介体内的潜伏期时滞不会影响模型无病

平衡点的稳定性, 而当基本再生数大于 1 时, 媒体报道的延迟会影响地方病平衡点的稳定性, 模型会产生 Hopf 分支. 进

一步, 通过使用分支定理讨论 Hopf 分支的方向并得到周期解稳定性的充分条件. 最后, 通过一些数值算例解释主要的

理论结果.
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Media Coverage and Personal Protection Awareness with

Hopf Bifurcation Analysis of Multi-Time Delay

Vector-Borne Disease Model

HAO Xinjie, NIE Linfei
(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract： Considering the effects of media coverage, personal protection awareness and time delays on the

spread of vector-borne diseases, a model of vector-borne diseases with delayed media coverage and incubation

period delays is developed. Firstly, the exact expression of the basic reproduction number is given and used to

characterize the existence and stability of the equilibria and the existence of the Hopf bifurcation. That is, when

the basic reproduction number is less than 1, the stability of disease-free equilibrium will not be affected by the

media coverage delay and the latency delay of virus in vectors. When the basic reproduction number is greater

than 1, the media coverage delay will affect the stability of the endemic equilibrium, and the model will generate

the Hopf bifurcation. Further, by using the bifurcation theorem, the direction of Hopf bifurcation is discussed and

some sufficient conditions for the stability of periodic solution are obtained. Finally, some numerical examples are

given to explain the main theoretical results.
Key words：vector-borne disease; media coverage; basic reproduction number; Hopf bifurcation and stability

0 引 言

媒介传染病在传染病家族中占 17%, 常见的媒介传染病有血吸虫病、登革热、寨卡热、鼠疫、狂犬病、禽流
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感等. 每年有超 70万人因感染媒介传染病死亡[1], 这极大地加重了全球疾病负担, 给社会和经济带来巨大损失.

众所周知, 几乎每一种传染病都存在潜伏期, 即病原体侵入宿主到其出现临床症状或可以感染其他宿主的这段

时期, 在数学模型中常用时滞表示. 近年来, 众多学者建立并研究了具有潜伏期时滞的传染病模型[2−4]. 特别的,

Xu等[5]提出了一类具有潜伏期时滞的蚊媒传染病模型, 证明了平衡点的稳定性, 并以时滞作为分支参数, 建立

了 Hopf 分支存在的充分条件. Wei等[6]提出了一类具有直接传播和时滞效应的媒介传染病模型, 研究结果表明

时滞会影响地方病平衡点的稳定性.

近年来, 互联网的飞速发展给传染病的预防和控制带来了积极的影响. 一旦有疫情出现, 人们不仅可以从

网络上获得该传染病的基本特征, 也可以获知其预防手段, 这极大地遏制疫情的发展. 例如, 文献 [7−9]建立了

具有媒体报道的传染病模型, 讨论了媒体效应对疾病传染和控制的影响. Yadav等[10]建立了具有媒体报道时滞

的SIR传染病模型, 研究了模型平衡态的存在性与稳定性, 讨论了时滞效应对平衡态稳定性的影响以及Hopf分

支的存在性.

纵观现有研究,具有潜伏期时滞和媒体报道的文章鲜见.基于时滞的普遍存在性,种群个体行为的差异性和

媒体报道的时效性, 本文建立了一类具有个人防护意识, 媒体报道延迟和病原体潜伏期时滞的媒介传染病模型,

探讨时滞效应和防护意识对疾病预防和控制的影响, 并给出确定疾病流行或消除的阈值条件.

1 模型的建立

将某地区的总人口分为无意识易感者,有意识易感者,感染者,恢复者,并分别用Sh(t), Sp(t), Ih(t), Rh(t)表

示 t时刻这四个仓室的种群数量, 则人口总数Nh(t) = Sh(t)+Sp(t)+ Ih(t)+Rh(t); M(t)为各类媒体报道累计密

度; 媒介种群分为易感媒介和感染媒介, 并用Sv(t), Iv(t)表示, 则媒介种群总数Nv(t) = Sv(t)+ Iv(t). 基于病原

体在媒介和宿主之间的传播规律, 提出如下具有媒体报道延迟和潜伏期时滞的媒介传染病模型





dSh(t)
dt

=λh−aβvhe−ρM(t)Sh(t)Iv(t)−κSh(t)M(t)+αSp(t)−µhSh(t)

dSp(t)
dt

=κSh(t)M(t)−αSp(t)−µhSp(t)

dIh(t)
dt

=aβvhe−ρM(t)Sh(t)Iv(t)−γhIh(t)−µhIh(t)

dRh(t)
dt

=γhIh(t)−µhRh(t)

dM(t)
dt

=ηIh(t−τm)−µ0M(t)

dSv(t)
dt

=λv−aβhve−µvτvSv(t−τv)Ih(t−τv)−µvSv(t)

dIv(t)
dt

=aβhve−µvτvSv(t−τv)Ih(t−τv)−µvIv(t)

(1)

其中: λh和λv分别是人类种群和媒介种群的补充率; µh和µv分别表示人和媒介的自然死亡率; βvh为无防护意

识易感人群与感染媒介接触后被感染的概率; βhv为易感媒介与感染人群接触后被感染的概率; a为媒介的叮咬

率; κ为受媒体报道的影响, 无防护意识易感者转化为有防护意识易感者的速率; α是有防护意识易感者丧失防

护意识转化为无防护意识易感者的速率; γh表示感染者的恢复率; η表示媒体报道的执行率, 它与感染人数成正

比; µ0为媒体报道累计密度的耗散速率; e−ρM(t)和 e−µvτv分别表示媒体报道的影响率和媒介的存活率.

基于模型 (1)的生物背景, 其初始条件为Sh(0) > 0, Sp(0) > 0, Ih(θ) = φ1(θ) ≥ 0, M(0) ≥ 0, Sv(0) > 0,

Iv(θ)= φ2(θ)≥ 0, τ =max{τv, τm}, 这里φi(θ)(i=1,2)是区间 [−τ,0]上的连续函数.

由模型 (1)可知, dNh(t)/dt =λh−µhNh(t), dNv(t)/dt =λv−µvNv(t). 所以有

lim
t→∞

Nh(t)=
λh

µh

, lim
t→∞

Nv(t)=
λv

µv

.

从而可知Ω = {(Sh,Sp, Ih,Rh,M,Sv, Iv) : 0 ≤ Sh,Sp, Ih,Rh < λh/µh, 0 ≤ M ≤ ηλh/dµh, 0 ≤ Sv, Iv ≤ λv/µv}是模
型 (1)的最大正向不变集[11].
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因为Rh与模型 (1)的其它方程解耦,根据动力系统的极限理论可知,模型 (1)的动力学行为等价于模型 (2)的

动力学行为 



dSh(t)
dt

=λh−aβvhe−ρM(t)Sh(t)Iv(t)−κSh(t)M(t)+αSp(t)−µhSh(t)

dSp(t)
dt

=κSh(t)M(t)−αSp(t)−µhSp(t)

dIh(t)
dt

=aβvhe−ρM(t)Sh(t)Iv(t)−γhIh(t)−µhIh(t)

dM(t)
dt

=ηIh(t−τm)−µ0M(t)

dIv(t)
dt

=aβhve−µvτv

(
λv

µv

−Iv(t−τv)
)

Ih(t−τv)−µvIv(t)

(2)

2 平衡点的存在性以及无病平衡点的稳定性

类似文献 [12] 中的第二代矩阵方法, 模型 (2)的基本再生数定义为

R0 =
a2βvhβhve−µvτvλhλv

µhµv
2(γh +µh)

.

显然, 模型 (2)存在一个无病平衡点 E0 = (λh/µh,0,0,0,0). 此外, 若模型 (2)还存在地方病平衡点 E∗ =

(S∗h,S∗p , I∗h,M∗, I∗v ), 则有




0=λh−aβvhe−ρM∗
S∗hI∗v −κS∗hM∗+αS∗p−µhS∗h

0=κS∗hM∗−αS∗p−µhS∗p

0=aβvhe−ρM∗
S∗hI∗v −γhI∗h−µhI∗h

0=ηI∗h−µ0M
∗

0=aβhve−µvτv

(
λv

µv

−I∗v

)
I∗h−µvI

∗
v

(3)

直接计算可得

S∗h =
µ0(λh−(γh +µh)I∗h)(α+µh)

µhµ0(α+µh)+κµhI∗h
, S∗p =

ηκS∗hI∗h
µ0(α+µh)

I∗v =
aβhve−µvτvI∗hλvI

∗
h

µv(aβhve−µvτvI∗h +µv)
, M∗ =

ηI∗h
µ0

(4)

将 (4)带入 (3)中的第二个方程, 可得

µ0(λh−(γh +µh)I∗h)(α+µh)R0µhµve
− ρη

µ0
I∗h =λh(µhµ0(α+µh)+µhκI∗h)(µv +aβhve−µvτvI∗h) (5)

记方程 (5)等号左边为 f(I∗h), 等号右边为 g(I∗h), 则有

f(0)= µ0R0λh(α+µh)µhµv, g(0)= µ0λh(α+µh)µhµv,

f ′(I∗h)=−µ0R0(γh +µh)(α+µh)µhµv−ρηR0(λh−(γh +µh)I∗h)(α+µh)µhµve
− ρη

µ0
I∗h .

由初始条件Sh(0) > 0, Sp(0) > 0和λh− (γh +µh)I∗h = µh(S∗h +S∗p)知, f ′(I∗h) < 0, 即 f(I∗h)是单调递减的. 另一方

面, g(I∗h)是一元二次函数, 其对称轴在 y轴的左侧且开口向上. 因此, 若两个曲线有交点, 则需 f(0) > g(0). 即

R0 > 1. 此时, 方程 (5)有正根, 即模型 (2)存在地方病平衡点.

综合上述讨论, 有下面的定理.

定理 1 当R0 ≤ 1时, 模型 (2)仅有无病平衡点 E0, 而当R0 > 1时, 除 E0外, 模型 (2)还存在地方病平衡

点 E∗ =(S∗h,S∗p , I∗h,M∗, I∗v ).

模型 (2)任一平衡点的局部稳定性可由模型在该点的 Jacobi矩阵的特征方程所决定. 设 Ẽ(S̃h, S̃p,Ĩh,M̃ , Ĩv)
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为模型的任一平衡点, 则该点处的 Jacobi矩阵的特征方程为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+A+µh +κM̃ −α 0 κS̃h−B C

−κM̃ λ+α+µh 0−κS̃h 0 0

−A 0 λ+µh +γh B −C

0 0 −ηe−λτm λ+d 0

0 0 −De−λτv 0 λ+Ke−λτv +µv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=0 (6)

其中: A = aβvhe−ρM̃ Ĩv, B = ρaβvhe−ρM̃ S̃hĨv, C = aβvhe−ρM̃ S̃h, K = aβhve−µvτv Ĩh, D = aβhve−µvτv (λv/µv− Ĩv).

定理 2 若R0 < 1, 模型 (2)的无病平衡点 E0是局部渐近稳定的, 反之则不稳定.

证明 模型在无病平衡点 E0处的特征方程为

(λ+µ0)(λ+α+µh)(λ+µh)
[
(λ+γh +µh)(λ+µv)−a2βvhβhve−µvτveλτv

λhλv

µhµv

]
=0.

显然, λ1 =−µh < 0, λ2 =−(α+µh) < 0, λ3 =−µ0 < 0是上式特征方程的根, 方程的其它根可由方程 (7)给出

(λ+γh +µh)(λ+µv)−a2βvhβhve−µvτve−λτv
λhλv

µhµv

=0 (7)

令

G(λ)=
a2βvhβhve−µvτv λhλv

µhµv
e−λτv

(λ+γh +µh)(λ+µv)
,

其中λ为实数, 则G(λ)关于λ单调递减且 limλ→∞G(λ)= 0. 由方程 (7)可知, E0的稳定性可由G(λ)= 1的根的实

部决定. 容易验证

G(0)=
a2βvhβhve−µvτvλhλv

µhµv
2(µh +γh)

=R0.

当R0 > 1时, 函数G(λ)−1与横轴有一交点 (λ∗,0)且λ∗ > 0. 即, 方程 (7)有正根λ∗. 因此, 当R0 > 1时无病平衡

点 E0是不稳定的.

下面证明当R0 < 1时, G(λ)= 1的所有根都有负实部. 用反证法, 假设λ = c+bi (c≥ 0)是G(λ)= 1的根, 则

1= |G(λ)|=
∣∣∣∣

a2βvhβhve−µvτvλhλve−(c+bi)τv

µhµv(c+bi+γh +µh)(c+bi+µv)

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

a2βvhβhve−µvτvλhλve−cτv (cosbτv− isinbτv)
[(c+bi)(c+bi)+(c+bi)(µv +γh +µh)+µv(γh +µh)]µhµv

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

a2βvhβhve−µvτve−cτvλhλv

[(µv +γh +µh)+µv(γh +µh)]µhµv

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
a2βvhβhve−µvτvλhλv

µhµvµv(γh +µh)

∣∣∣∣ =R0,

这与R0 < 1矛盾. 故当R0 < 1时, G(λ)= 1的所有根均具有负实部, 即, 无病平衡点 E0是局部渐近稳定的.

定理 3 如果R0 < 1, 则模型 (2)的无病平衡点 E0是全局渐近稳定的.

证明 构造Lyapunov泛函

V (t)= Iv(t)+
aβvhe−µvτvλv

µv(γh +µh)
Ih(t)+aβhve−µvτv

(
λv

µv

−Iv(t)
)∫ t

t−τv

Ih(t)dη.
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沿着模型 (2)的解求导得

dV (t)
dt

=aβhve−µvτv

(
λv

µv

−Iv(t−τv)
)

Ih(t−τv)+
aβvhe−µvτvλv

µv(γh +µh)

[
aβvhe−ρM(t)Sh(t)Iv(t)

−γhIh(t)−µhIh(t)
]
+aβhve−µvτv

(
λv

µv

−Iv

)
(Ih(t)−Ih(t−τv))

≤aβhve−µvτv

(
λv

µv

−Iv

)
Ih(t−τv)+

R0µhµv

λh

Sh(t)Iv(t)− aβhve−µvτvλv

µv

Ih(t)

−µvIv(t)+aβvhe−µvτv

(
λv

µv

−Iv

)
Ih(t)−aβvhe−µvτv

(
λv

µv

−Iv

)
Ih(t−τv)

≤(R0−1)uvIv(t).

因此, 当R0 < 1时, dV (t)/dt≤ 0, 当且仅当 Iv(t)≡ 0时等号成立. 容易验证, 单点集 {E0}是 {Sh(t), Ih(t),Sv(t),

Iv(t)∈Ω : dV (t)/dt =0}中的最大不变集, 由LaSalle不变集原理可得 {E0}在Ω中是全局渐近稳定的.

3 地方病平衡点的稳定性与Hopf分支分析
本节将研究模型 (2)在地方病平衡点 E∗ =(S∗h,S∗p , I∗h,M∗, I∗v )附近的稳定性. 由方程 (6)可知,模型 (2)在 E∗处

的特征方程为
λ5 +A1λ

4 +A2λ
3 +A3λ

2 +A4λ+A5 +(B1λ
4 +B2λ

3 +B3λ
2 +B4λ+B5)e−λτv

+(C1λ
3 +C2λ

2 +C3λ+C4)e−λτm +(D1λ
2 +D2λ+D3)e−λ(τm+τv) =0

(8)

其中

A1 =A+µh +κM∗+α+µh +µv +µ0 +µh +γh,

A2 =(A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α+(µv +µ0 +µh +γh)(A+µh +κM∗+α+µh)

+µv(µ0 +µh +γh)+µ0(µh +γh),

A3 =(µv +µ0 +µh +γh)((A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α)+(µ0(µh +γh)

+µv(µ0 +µh +γh))(A+µh +κM∗+α+µh)+µvµ0(µh +γh),

A4 =(µv(µ0 +µh +γh)+µ0(µh +γh))((A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α)

+µvµ0(µh +γh)(A+µh +κM∗+α+µh),

A5 =µvµ0(µh +γh)((A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α),

B1 =P, B2 =P (A+µh +κM∗+α+µh +µ0 +µh +γh),

B3 =P ((A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α+(µ0 +µh +γh)×(A+µh +κM∗+α+µh)+µ0(µh +γh)),

B4 =P ((µ0 +µh +γh)((A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α)+µ0(µh +γh)(A+µh +κM∗+α+µh)),

B5 =P (µ0(µh +γh)((A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α)),

C1 =Bη, C2 =Bη(A+µh +κM∗+α+µh +µv)+Aη(κS∗h−B),

C3 =Bη(A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α+µv(A+µh +κM∗+α+µh)

+AηκS∗h(µh +µv)−AηB(α+µh +µv),

C4 =µvBη(A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α+µvAη(κS∗h−B)(α+µh),

D1 =BPη, D2 =BPη(A+µh +κM∗+α+µh)+APη(κS∗h−B),

D3 =BPη(A+µh +κM∗)(α+µh)−κM∗α+µhAPηκS∗h−ABPη(α+µh).

当 τm =0, τv > 0时, 有如下定理.

定理 4 若 J1J2J3J4+2J1J4J5−J2
1 J2

4−J2
3 J4−J1J5J

2
2+J2J3J5−J2

5 > 0, J1J2J3+J1J5−J2
3−J2

1 J4 > 0, J1J2−J3 > 0满

足且Ni > 0(i = 1, · · · ,5), 则当R0 > 1时, 对任意的 τv > 0, 地方病平衡点 E∗是局部渐近稳定的, 其中Ni和 Ji由

方程 (9)和 (10)给出.
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证明 若 τm =0, τv =0, 特征方程 (8)具有以下形式

λ5 +J1λ
4 +J2λ

3 +J3λ
2 +J4λ+J5 =0 (9)

其中:
J1 =A1 +B1, J2 =A2 +B2 +C1, J3 =A3 +B3 +C2 +D1,

J4 =A4 +B4 +C3 +D2, J5 =A5 +B5 +C4 +D3.

根据Hurwitz准则, 方程 (9)的根均具有负实部, 地方病平衡点 E∗是局部渐近稳定的. 若 τv > 0, 特征方程的根的

实部的正负依赖 τv的变化. 此时, 特征方程为

λ5 +A1λ
4 +(A2 +C1)λ3 +(A3 +C2)λ2 +(A4 +C3)λ+(A5 +C4)

+(B1λ
4 +B2λ

3 +(B3 +D1)λ2 +(B4 +D2)λ+B5 +D3)e−λτv =0.

用反证法, 假设存在纯虚根λ = iω1(ω1 > 0), 带入上式分离虚实部, 然后平方相加可得

ω10
1 +N1ω

8
1 +N2ω

6
1 +N3ω

4
1 +N4ω

2
1 +N5 =0 (10)

其中: N1 = A2
1 −B2

1 − 2(A2 + C1), N2 = (A2 +C1)
2 + 2(A4 + C3) + 2B1(B3 + D1)−B2

2 − 2A1(A5 + C4), N3 =

(A3 +C2)
2+2A1(A5+C4)−2(A2+C1)(A4+C3)−(B3 +D1)

2−2B1(B5+D3)+2B2(B4+D2), N4 =(A4 +C3)
2−2(A3+

C2)(A5+C4)+2(B3+D1)(B5+D3)−(B4 +D2)
2, N5 =(A5 +C4)

2−(B5 +D3)
2. 不难得出,当Ni > 0(i=1, · · · ,5)时,

方程 (10)在复平面上不存在根, 与假设方程 (10)有根矛盾. 因此, 当 τv > 0时, 特征方程的根均具有负实部. 即,

地方病平衡点 E∗是局部渐近稳定的.

下面讨论 τv =0, τm > 0时, 地方病平衡点 E∗的稳定性以及Hopf分支的存在性.

定理 5 若定理 4的Hurwitz条件满足且K2
5 <F 2

4 ,则存在 τm = τ∗m使得当 0 <τm <τ∗m时,地方病平衡点 E∗是
局部渐近稳定的; 当 τm > τ∗m时, 地方病平衡点 E∗是不稳定的. 此外, 当 τm = τ∗m时, 模型 (2)将经历一个Hopf分

支, 其中 τ∗m =arccos(L1/L2)/ωm0 , L1和L2由式 (14)给出.

证明 若 τm > 0, τv =0, 由特征方程 (8)可知, 模型 (2)在 E∗处的特征方程为

λ5 +K1λ
4 +K2λ

3 +K3λ
2 +K4λ+K5 +(F1λ

3 +F2λ
2 +F3λ+F4)e−λτm =0 (11)

其中: K1 =A1+B1, K2 =A2+B2, K3 =A3+B3, K4 =A4+B4, K5 =A5+B5, F1 =C1, F2 =C2+D1, F3 =C3+D2,

F4 =C4 +D3.

设λ = iω (ω > 0)是方程 (11)的纯虚根, 带入并分离虚实部得

K1ω
4−K3ω

2 +K5 =(F1ω
3−F3ω)sinωτm +(F2ω

2−F4)cosωτm

ω5−K2ω
3 +K4ω =(F1ω

3−F3ω)cosωτm−(F2ω
2−F4)sinωτm

(12)

将式 (12)的两式平方并相加可得

ω10 +T1ω
8 +T2ω

6 +T3ω
4 +T4ω

2 +T5 =0 (13)

其中:
T1 =K2

1−2K2, T3 =K2
3 +2K1K5−2K2K4 +2F1F3−F 2

2 , T5 =K2
5−F 2

4 ,

T2 =K2
2−2K1K3 +2K4−F 2

1 , T4 =K2
4−2K3K5−F 2

3 +2F2F4.

令ω2 =χ, 方程 (13)可以转化为下列形式

H(χ)= χ5 +T1χ
4 +T2χ

3 +T3χ
2 +T4χ

1 +T5,

若Ti > 0(i=1, · · · ,5), 容易计算dH(χ)/dχ=5χ4+4T1χ
3+3T2χ

2+2T3χ
1+T4 > 0, 若有K2

5 <F 2
4 , 则方程 (13)至少

有一个正根,用ωm0表示. 此时,特征方程 (11)有一对纯虚根±iωm0 . 进一步,由方程 (13)可知 τ∗mj
是关于ωm0的

函数, j =0,1, · · · , 且由
τ∗mj =

1
ωm0

arccos(L1/L2)+
jπ

ωm0
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确定, 其中:

L1 =(K1ω
4−K3ω

2 +K5)(F2ω
2−F4)+(ω5−K2ω

3 +K4ω)(F1ω
3−F3ω)

L2 =(F1ω
3−F3ω)2 +(F2ω

2−F4)
2

(14)

根据Butler引理[13],当 0≤ τm <τ∗m时,模型 (2)的地方病平衡点 E∗保持稳定, τ∗m =minj≥0 {τ∗mj}. 如果K2
5 <F 2

4 成

立,方程 (13)有正根.特征方程 (11)有纯虚根, E∗不稳定. 现在,验证横截性条件 sign{dRe{λτm}/dτm}τm=τ∗m
> 0.

对方程 (11)关于 τm求导并由式 (12)可得

sign
{

dRe(λ)
dτm

}

λ=iωm0

=sign
{

Re
(

dλ

dτm

)}

λ=iωm0

=sign

{
Re

[
5λ4 +4E1λ

3 +3E2λ
2 +2E3λ+E4

−λ(λ5 +E1λ4 +E2λ3 +E3λ2 +E4λ+E5)

]

λ=iωm0

}

+sign

{
Re

[
3F1λ

2 +2F2λ+F3

λ(F1λ3 +F2λ2 +F3λ+F4)

]

λ=iωm0

}

=sign

{
5ω8

m0
+4T1ω

6
m0

+3T2ω
4
m0

+2T3ω
2
m0

+T4

(F1ω3
m0
−F3ωm0)

2 +(F2ω2
m0
−F4)

2

}
.

从而有 [
dRe(λ)

dτm

]

ω=ωm0,τm=τ∗m

=
dH(χ)

dχ

(F1ω3
m0−F3ωm0)

2 +(F2ω2
m0−F4)

2 > 0.

因此, 当 τm通过临界值 τ∗m时, 横截性条件成立, 模型 (2)会产生Hopf分支.

4 Hopf分支的方向及周期解的稳定性
本节将讨论在临界值 τ∗m处产生Hopf分支的方向及周期解的稳定性. 令 τ = µ+ τ∗m, 并作变量代换x1(t) =

Sh(t)−S∗h, x2(t)= Sp(t)−S∗p , x3(t)= Ih(t)−I∗h, x4(t)= M(t)−M∗, x5(t)= Iv(t)−I∗v , 则模型 (2)又可以写为

dx(t)
dt

=Lµxt−f(µ,xt) (15)

其中: x(t)= (x1(t), · · · ,x5(t))T ∈R5, Lµ ∈C→C5, f :R×C, R表示连续空间.

当φ =(φ1,φ2,φ3,φ4,φ5)
T ∈C时, 定义

Lµφ := (τ∗m +µ) [M1φ(0)+M2φ(−σ)+M3φ(−1)] ,

f(µ,xt) := (τ∗m +µ)




−aβvhe−ρM∗
φ1(0)φ5(0)−κφ1(0)φ4(0)

κφ1(0)φ4(0)

aβvhe−ρM∗
φ1(0)φ5(0)

0

aβhvφ3 (−σ)φ5 (−σ)




,

M1 =




−A−µh−κM∗ α 0 B−κS∗h −C

κM∗ −(α+µh) 0 0 0

A αh −µh−γh −B C

0 0 0 −µ0 0

0 0 0 0 −µv




,
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M2 =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 D 0 −P




, M3 =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 η 0 0

0 0 0 0 0




,

其中: σ = τ∗v /τ∗m, A,B,C,D和P在方程 (6)中已给出. 由Riesz表示定理可知, 存在一个 5×5的有界变差矩阵函

数 η(θ,µ), θ∈ [−1,0), 使得对于φ∈C, 有Lµφ=
∫ 0

−1
dη(θ,µ)φ(θ). 实际上, 可以令

η(θ,µ)=





(τ∗m +µ)(M1 +M2 +M3), θ =0,

(τ∗m +µ)(M2 +M3), θ∈ [− τv

τ∗m
,0),

(τ∗m +µ)M3, θ∈ [−1,− τv

τ∗m
),

0, θ =−1.

对于φ∈C5, 定义

A(µ)φ =





dφ(θ)
dθ

, θ∈ [−1,0),
∫ 0

−1

dη(ξ,µ)φ(ξ), θ =0,

R(µ)φ =





0, θ∈ (−1,0),

f(µ,φ), θ =0.

则系统 (15)可以转化为dx(t)/dt =A(µ)xt +R(µ)xt, 其中: xt =x(t+θ), θ∈ [−1,0].

对于ψ,φ∈C([−1,0],R5), 定义A(0)的伴随算子A∗

A∗µψ(s)=





−dψ(s)
ds

, s∈ (0,1],
∫ 0

−1

dη(s,µ)φ(s), s =0,

和一个双线性内积

〈ψ,φ〉= ψ̄(0)φ(0)−
∫ 0

−1

∫ θ

x=0

ψ̄(ξ−θ)dη(θ)φ(ξ)dξ (16)

其中: η(θ)= η(θ,0), A(0)和A∗是一对共轭算子. ±iω是A(0)的特征根, 它也是A∗的特征根.

接下来计算A(0)关于特征值+iω的特征向量以及A∗关于特征值−iω的特征向量. 假设 q(θ)= (1, q2, q3, q4,

q5)Teiωτ∗mθ

是A(0)关于特征值+iω的特征向量, 其中:

q2 =
κM∗+κS∗hq4

iω+α+µh

, q3 =
A

(iω+γh +µh)+ Bηe−iωτ∗m
(iω+µ0)

− CD∗e−iωτv

(iω+µv+Pe−iωτv )

,

q4 =
ηe−iωτ∗mq3

iω+µ0

, q5 =
De−iωτvq3

iω+µv +P e−iωτv
.

类似的, 可得 q∗(s)= (1, q∗2 , q
∗
3 , q

∗
4 , q

∗
5)

e−iωτ∗m s是A∗关于特征值−iω的特征向量, 其中:

q∗2 =
α

−iω+α+µh

, q∗3 =
−iω+A+κM∗+µh−κM∗q∗2

A
,

q∗4 =
BκS∗h +κS∗hq∗2 +Bq∗3

−iω+µ0

, q∗5 =
Cq∗3−C

−iω+µv +P ∗e−iωτv
.

由式 (16)和 〈q(θ), q∗(s)〉=1, 可得

Ḡ =
(
1+ q̄2q

∗
2 + q̄3q

∗
3 + q̄4q

∗
4 + q̄5q

∗
5 +τ∗me−iωτ∗mηq∗4 q̄3 +τ∗v e−iωτvq∗5(Dq̄3−P q̄5)

)−1
.
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根据Hassard等[14]给出的算法可以得到用于确定Hopf分支方向和分支周期解稳定性的一系列系数

g20 =2τ∗mḠ
{
aβvhe−ρM∗

(q̄∗3−1)q5 +κ(q̄∗2−1)q4−aβhve−µvτv q̄∗5q3q5e−2iωτv
}

,

g11 =τ∗mḠ
{
aβvhe−ρM∗

(q̄∗3−1)(q̄5 +q5)+κ(q̄∗2−1)(q4 + q̄4)−aβhve−µvτv q̄∗5(q3q̄5 + q̄3q5)
}

,

g02 =2τ∗mḠ
{
aβvhe−ρM∗

(q̄∗3−1)q̄5 +κ(q̄∗2−1)q̄4−aβhve−µvτ∗v q̄∗5 q̄5q̄3e−2iωτv
}

,

g21 =τ∗mḠ
{

e−ρM∗
βvh(q̄∗3−1)(2W (5)

11 (0)+W (5)
20 (0)+ q̄5W

(1)
11 (0)+2W (1)

11 (0)q5)

+κ(q̄∗2−1)(2W (4)
11 (0)+W (5)

20 (0)+ q̄4W
(1)
11 (0)+2W (1)

11 (0)q4)−aβhve−µvτv q̄∗5

×(2W (5)
11 (−σ)q3e−iωτv +W (5)

20 (−σ)q̄3eiωτv + q̄5eiωτvW (3)
11 (−σ)+2W (3)

11 (−σ)q5e−iωτv )
}

,

其中:

W20(θ)=
ig20q(0)eiωτ∗mθ

ωτ∗m
+

iḡ02q̄(0)e−iωτ∗mθ

3ωτ∗m
+E1e2iωτ∗mθ,

W11(θ)=− ig11q(0)eiωτ∗mθ

ωτ∗m
+

iḡ11q̄(0)e−iωτ∗mθ

ωτ∗m
+E2,

其中: E1 = (E(1)
1 ,E(2)

1 ,E(3)
1 ,E(4)

1 ,E(5)
1 )T, E2 = (E(1)

2 ,E(2)
2 ,E(3)

2 ,E(4)
2 ,E(5)

2 )T是常向量. 可以由下列等式求出E1,

E2的值. 


Σ1 −α 0 κS∗h−B C

−κM∗ 2iω+α+µh 0 −κS∗h 0

−A 0 2iω+µh +γh B −C

0 0 −ηe−2iωτ∗m 2iω+µ0 0

0 0 −De−2iωτv 0 Σ2




E1 =




Σ3

κq4

Σ4

0

Σ5




,




A+µh +κM̃ −α 0 κS∗h−B C

−κM∗ α+µh 0 −κS∗h 0

−A 0 µh +γh B −C

0 0 −η µ0 0

0 0 −D 0 P +µv




E2 =




Σ6

κ(q4 + q̄4)

Σ7

0

Σ8




,

其中: Σ1 = 2iω + A + µh + κM∗, Σ2 = 2iω + P e−2iωτv + µv, Σ3 = −aβvhe−ρM∗
q5−κq4, Σ4 = aβche−ρM∗

q5, Σ5 =

aβhve−2iωτvq3q5, Σ6 =−aβvhe−ρM∗
(q5 + q̄5)−κ(q4 + q̄4), Σ7 = aβche−ρM∗

(q5 + q̄5), Σ8 = aβhve−2iωτv (q̄3q5 +q3q̄5). 因

此, 可以得出以下的值

C1(0)=
i

2ω2τ∗m

(
g11g20−2|g11 |2−

|g02 |2
3

)
+

g21

2
, µ2 =−Re{C1(0)}

Reλ′(τ∗m)
,

β2 =2Re{C1(0)}, T2 =
Im{C1(0)}+µImλ′(0)

ω2τ∗m
.

综合以上分析, 可以得到定理 6.

定理 6 当µ2 > 0(µ2 < 0)时, 周期解为超临界(亚临界)分支; 当β2 < 0(β2 > 0)时, 周期解是稳定(不稳定)的;

当T2 > 0(T2 < 0)时, 周期解的周期增大(减小).

5 数值模拟

本节将以登革热病毒在蚊子和人群中的传播为例,解释主要的理论结果,并讨论时滞对疾病传播的影响.基

于文献 [2]中参数的取值, 固定人口总规模和媒介总规模分别为Nh = 150 000, Nv = 450 000, 并且固定基本参数

值λh =5.788 2, λv =22 500, µh =1/(71×365), µv =0.05.

首先选取 a = 0.3, ρ = 0.1, α = 0.2, µ0 = 0.5, γh = 0.30, η = 0.002, κ = 0.002, βvh = 0.205/Nh, βhv = 0.205/Nh,

τv = 10, τm = 10. 此时, R0 = 0.677 3 < 1, 由定理 3可知, 无病平衡点 E0是全局渐近稳定的. 即, 无论染病者的初
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始规模有多大, 疾病最终都是灭绝的. 这也正如图 1所示, 随着时间不断增加, 从不同初始值出发的轨线, 均会

趋于无病平衡点 E0.

进一步, 选取参数 a = 0.8, γh = 0.07, ρ = 0.7, η = 0.005, µ0 = 0.05, τv > 0, τm > 0, βvh = βhv = 0.375/Nh, 其它

参数如图 1所示. 通过直接计算, 易得R0 = 6.838 5 > 1. 图 2表明, 从任意点出发的解轨线最终都会趋近于稳定

的 E∗, 这或许意味着定理 4的条件可能需要简化. 因此, 当 τv, τm较小时, 如何建立 E∗渐近稳定简洁且易于验证
的判别准则是值得进一步研究的问题.

图 1 无病平衡点 E0的稳定性 图 2 地方病平衡点 E∗的稳定性

为了研究病毒在蚊子体内的潜伏期对疾病传播的影响, 固定 τm = 1, 改变 τv的值, 其它参数如图 2所示. 从

图 3中不难发现随着时滞 τv的增加, 疾病趋于稳定的时间逐渐增长. 此外, 随着潜伏期时滞 τv的增加, 感染者数

量的峰值在减少, 且最终感染者的数量也在减少. 因此, 忽略病原体在媒介或宿主体内的潜伏期会高估疾病暴

发的风险, 造成医疗资源浪费.

此外, 若选取参数α = 0.02, κ = 0.005, η = 0.005, τv = 0, τm = 20. 其它参数与图 2保持一致, 则有R0 =

8.7807 > 1. 图 4表明, E∗是不稳定的, 且随着 τm的增加, 模型的轨迹呈现周期振荡现象. 即, 模型 (2)存在稳定

的周期解. 与对应的常微分方程模型相比, 时滞模型的动力学行为更加复杂, 当R0 > 1时, 染病者的数量不再稳

定于某个确定值, 而是与时滞的大小密切相关.
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图 3 潜伏期时滞对传染病的影响 图 4 模型 (2)存在稳定的周期解

最后, 讨论模型 (2)的主要参数对基本再生数的敏感性. 由图 5可知, λv和 τv与R0呈正相关, 而µv和 γh

与R0呈负相关. 更具体地说, 采取物理和化学的方法延长病原体在媒介体内的潜伏期控制媒介种群的数量, 以

及疾病的治愈率, 可以使得R0 < 1, 从而达到控制疾病的目的.

图 5 参数关于R0的敏感性分析

6 结论与展望

针对当前传染病传播过程中个人防护意识不断增强和新闻媒体积极作用的新特点, 本文建立了一类具有媒

体报道延迟 (τm)和病原体潜伏期时滞 (τv)的媒介传染病模型,讨论媒体的响应速度和病原体在媒介体内的潜伏
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期对疾病传播的影响. 利用第二代矩阵方法, 给出了刻画疾病流行或灭绝的阈值条件: 基本再生数R0的精确表

达.即, 当R0 < 1时, 无病平衡态是全局渐近稳定的, 而当R0 > 1时, 无病平衡态不稳定, 模型存在唯一的地方病

平衡点. 进一步, 我们也讨论了地方病平衡点的稳定性和Hopf分支的存在性. 研究结果表明: 由于受到媒介存

活率的影响,病原体在媒介体内的潜伏期 (τv)对疾病的传播具有一定的抑制作用,随着潜伏期的增加,基本再生

数单调减少, 忽略病原体在宿主体内的潜伏期会高估疾病暴发的风险; 而媒体报道的响应速度对预测疾病传播

有着重要的影响, 快速的媒体响应有助于疫情的控制, 而随着媒体报道的延迟, 传染病传播更加复杂, 地方病平

衡点会丧失其稳定性而出现周期振荡现象. 即, Hopf分支现象.

当然, 为了进行必要的理论分析, 也有很多因素在建模过程中被忽略, 例如, 气候变化和不确定因素对媒介

种群的分布和活动范围的影响、病原体在宿主体内的潜伏期、病原体菌株的多样性、疫苗或医疗资源有限性的

影响等等. 建立具有一种或多种因素耦合的媒介传染病模型并分析其动力学行为, 值得进一步深入探究.
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