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具有两种传播方式和适应性免疫时滞的

HBV 感染模型研究∗
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摘 要：提出了一类具有饱和发生率和适应性免疫反应时滞的 HBV 感染模型, 同时考虑两种感染途径. 该模型包括未

感染肝细胞、感染肝细胞、游离 HBV 病毒、CTL 免疫反应和抗体响应 5个仓室. 定义 5 个阈值: 感染基本再生数 R0,

抗体免疫再生数 R1, CTL 免疫再生数 R2, CTL 免疫竞争再生数 R3 和抗体免疫竞争再生数 R4. 得到了模型平衡点的

存在唯一性. 通过分析特征方程、构造 Lyapunov 泛函和 Lasalle 不变原理, 建立了各类平衡点局部以及全局渐近稳定

性的判定准则.
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Transmission Routes and Adaptive Immune Delays
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Abstract： In this paper, we propose a delayed HBV infection model with saturation incidence and adaptive

immune response, considering two infection pathways. The model includes five compartments of uninfected hep-

atocytes, infected hepatocytes, free HBV virus, CTL immune response, and antibodies. Define five thresholds:

infection basic reproductive number R0, antibody immune reproductive number R1, CTL immune reproductive

number R2, CTL immune competition reproductive number R3 and antibody immune competition reproductive

number R4. Five kinds of equilibria of the model are obtained. By analyzing the characteristic equations and con-

structing suitable Lyapunov functionals and Lasalle invariance principles, the criteria for local and global asymptotic

stability of each equilibrium are established.
Key words： adaptive immune response; discrete delays; global asymptotically stable; Lyapunov functional;

saturation incidence

0 引 言

乙型肝炎是由乙型肝炎病毒 (HBV) 引起的疫苗可预防的肝脏炎症. 当病毒感染者的血液、精液或其它体

液进入未感染者的体内时,乙型肝炎就会传播[1]. 乙肝目前被认为是世界上已知的最危险的疾病之一,每年可导
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致约 110 万人死亡, 高于结核病和艾滋病相关的死亡人数, 并且全球约有 2.96 亿人为 HBV 携带者[1].

近年来, 数学建模已经被广泛用来描述各种病毒感染的宿主内病毒动力学, 它们对于理解和刻画病原体在

人体内的传播十分重要[2−3]. Nowak 等[2]首次研究了三维病毒-细胞感染模型.

人体的适应性免疫系统能在HBV病毒感染期间对病毒和受感染的细胞作出有效反应,其中特异性的CD4+

T 细胞, CD8+ T 细胞与中和性抗体应答有助于对 HBV 传播的控制[4−6]. CD4+ T 细胞促进 CD8+ T 细胞与中

和抗体的产生和保持[7]. CD8+ T 细胞杀死被感染的肝细胞[8]. 中和抗体限制了病毒在肝脏细胞中的传播[9]. 这

些免疫反应中一个或多个失调都会导致持续的 HBV 感染, 从而可能导致肝细胞发生癌变. Yousfi等[3]提出了具

有抗体和 CTL 免疫应答的 HBV 感染模型.




ẋ(t)= λ−dx(t)− βv(t)x(t)
x(t)+y(t)

ẏ(t)=
βv(t)x(t)
x(t)+y(t)

−ay(t)−py(t)z(t)

v̇(t)= ky(t)−uv(t)−qv(t)w(t)

ẇ(t)= gv(t)w(t)−hw(t)

ż(t)= cy(t)z(t)−bz(t)

(1)

其中: x(t) 代表健康肝细胞, y(t) 代表感染肝细胞, v(t) 代表游离病毒, w(t) 代表抗体, z(t) 代表 CTL 免疫细胞,

健康肝细胞以速率 λ 产生, 死亡率为 d, 被病毒感染的速率为 βv(t)x(t)/(x(t)+y(t)), 感染肝细胞的死亡率为 a,

游离病毒的释放率为 k, 由 CTL 免疫反应杀死的感染细胞的速率为 p. 病毒被抗体以 q 速率中和. 由病毒刺激

产生抗体的速率为 g, 衰亡速率为 h. 由感染细胞刺激产生的 CTL 免疫细胞的速率为 c, 衰亡速率为 b.

此外, 在免疫反应模型中, 免疫反应时滞是不可忽视的[10−13]. HBV 的人和动物模型研究表明, 暴露在 HBV

感染中 7∼10 周后, 会发生抗病毒特异性 T 细胞免疫反应[12]. 同样, 在黑猩猩最初感染 HCV 时, 在感染 8∼12

周后检测到该病毒的特异性抗体反应[13]. Canabarro等[11]研究了一个带有 ż(t)= cz(t−τ2)y(t−τ2)−bz(t)的四维

模型, 其中 τ2 表示抗原刺激 CTL 反应产生的时滞. Hattaf[10] 研究了一个带有 ẇ(t) = rv(t−τ1)w(t−τ1)−hw(t)

的四维模型, 其中 τ1 表示病毒刺激抗体反应产生的时滞.

进一步研究发现, 用来描述各种病毒感染的宿主内动力学的数学模型, 病毒的传播方式主要集中在病毒-细

胞感染[14−15]. 然而有证据表明,外泌体可以在细胞之间传递遗传物质[16]. Gummuluru等[17]的数据表明,细胞-细

胞的传播是 HIV 病毒在人体内传播的主要方式. Bangham[18] 指出, HTLV-I的感染主要也是通过细胞间的接触

来实现的. 基于上述研究结果, Pan 等[19]构建了具有细胞-细胞和病毒-细胞传播方式的宿主内病毒感染模型.

考虑到健康的肝细胞具有增殖能力[20], 因此它的生长具有密度依赖性. 所以健康肝细胞的 Logistic 增长和

更一般的生长假设已被用于 HBV/HCV 感染模型中[15,21−23]. 在很多 HBV 感染模型中通常假设发生率是双线

性的[15],但实验表明,在宿主细胞和病毒的相互作用范围内,发病率可能不是线性的[24]. 陈和 Song等[25−26]考虑

了具有饱和发生率的病毒感染模型.

受到上述研究的启发, 本文建立了包含具有饱和发生率、免疫时滞、Logistic 增长和两种染病方式的 HBV

感染模型. 



ẋ(t)= λ+rx(t)(1− x(t)
K

)−µ1x(t)− β1x(t)v(t)
1+αv(t)

− β2x(t)y(t)
1+αy(t)

ẏ(t)=
β1x(t)v(t)
1+αv(t)

+
β2x(t)y(t)
1+αy(t)

−µ2y(t)−c1y(t)z(t)

v̇(t)= ky(t)−µ3v(t)−g1v(t)w(t)

ẇ(t)= g2w(t−τ1)v(t−τ1)−µ4w(t)

ż(t)= c2z(t−τ2)y(t−τ2)−µ5z(t)

(2)

其中: rx(t)(1− x(t)/K) 代表肝细胞以 Logistic 函数增长, r 为每个健康肝细胞的最大增殖率, K 为承载能力.

β1x(t)v(t)/(1+αv(t))和 β2x(t)y(t)/(1+αy(t))代表在病毒-细胞和细胞-细胞的传播方式下产生感染细胞的速率,

模型 (2) 中所有参数都为正常数.
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1 解的有界性、非负性和平衡点的存在性

令 τ = max{τ1, τ2}, R5
+ = {(u1,u2,u3,u4,u5) : ui≥ 0, i=1,2,3,4,5}, C

(
[−τ,0] ,R5

+

)
表示将区间 [−τ,0] 映射到

R5
+ 的连续函数 Banach 空间. 模型 (2) 的初始条件如下





(x(θ),y(θ),v(θ),z(θ),w(θ))= (φ1(θ),φ2(θ),φ3(θ),φ4(θ),φ5(θ))

φi(θ)≥ 0,θ∈ [−τ,0) ,φi(0)> 0(i=1,2,3,4,5)
(3)

其中: ‖φ‖= sup−τ≤t≤0{φ(t)}, φ(θ) = (φ1(θ),φ2(θ),φ3(θ),φ4(θ),φ5(θ))∈C
(
[−τ,0] ,R5

+

)
. 由泛函微分方程[27]的基础

理论, 容易验证模型 (2) 满足初始条件 (3) 的解 (x(t),y(t),v(t),w(t) z(t))T 在 [0,T ) 上存在且唯一, 其中 T ≤∞
为饱和解的最大存在范围. 关于模型 (2) 解的非负性和最终有界性有如下结论.

定理 1 令 (x(t),y(t),v(t),w(t),z(t))是模型 (2)满足初始条件 (3)的任意解, 则其在 [0,+∞)上是非负且最

终有界.

证明 由模型 (2) 的前三个方程观察到




ẋ(t) |x(t)=0 =λ

ẏ(t) |y(t)=0 =
β1x(t)v(t)
1+αv(t)

v̇(t) |v(t)=0 = ky(t)

(4)

假设 v̇(t) |v(t)=0≥ 0 对某些 t∈ [0,T ) 不成立, 即存在 tv,

tv = inf {t | v(t)= 0, v̇(t) < 0, t∈ [0,T )} ,

因此, v̇(t) |v(tv)=0= ky(tv) < 0, 即 y(tv)< 0, 然后可定义 ty,

ty = inf {t | y(t)= 0, ẏ(t)< 0, t∈ [0,T )} ,

很明显, ty <tv. 而根据 ty 的定义,有 ẏ(t) |y(ty)=0=β1x(ty)v(ty)/(1+αv(ty))< 0,而 v(ty) > 0,那么有 x(ty) < 0. 然

后可定义 tx.

tx = inf {t |x(t)= 0, ẋ(t)< 0, t∈ [0,T )} ,

此时有 tx <ty <tv,而 ẋ(tx) |x(tx)=0=λ,这与 tx 的定义 ẋ(tx) |x(tx)=0< 0相矛盾. 所以假设不成立,即 v̇(t) |v(t)=0≥ 0

对所有的 t ∈ [0,T ) 都成立. 所以 v(t) ≥ 0 对于所有的 t ∈ [0,T ) 都是成立的. 同理, 对于所有的 t ∈ [0,T ), 都

有 x(t) ≥ 0 和 y(t) ≥ 0 成立. 假设 ẇ(t) |w(t)=0≥ 0 对某些 t ∈ [0,T ) 不成立, 即存在 tw ∈ [0,T ), 使得 w(tw) = 0,

ẇ(t) |w(t)=0< 0, 这与 ẇ(tw) |w(tw)=0= g2w(tw−τ1)v(tw−τ2) > 0 矛盾. 假设不成立, 故当 t∈ [0,T ) 时, 有 w(t)≥ 0 成

立. 同理可证对所有的 t∈ [0,T ), z(t)≥ 0 成立.

综上所述, 当 t∈ [0,+∞) 时, 满足初始条件 (3) 的模型 (2) 的解 (x(t),y(t),v(t),w(t),z(t)) 是非负的. 为了证

明模型 (2) 解的有界性, 定义如下函数 N(t):

N(t)= x(t)+y(t)+
µ2

2k
v(t)+

µ2g1

2kg2

w(t+τ1)+
c1

c2

z(t+τ2),

计算 N(t) 沿着模型 (2) 的解的导数可得

Ṅ(t)= λ+rx(t)(1− x(t)
K

)−µ1x(t)− 1
2
µ2y(t)− µ2µ3

2k
v(t)− µ2g1µ4

2kg2

w(t+τ1)− c1

c2

µ5z(t+τ2)

≤λ+
rK

4
−µ1x(t)− 1

2
µ2y(t)− µ2µ3

2k
v(t)− µ2g1µ4

2kg2

w(t+τ1)− c1

c2

µ5z(t+τ2)

≤λ+
rK

4
−sN(t).

其中: s = min{µ1,µ2/2,µ3,µ4,µ5} . 根据比较原理可得: N(t) ≤ (λ + rK/4)/s + B1e
−st, 且 limt→+∞N(t) = (λ +

rK/4)/s, 所以 N(t) 在 [0,T ) 上是有界的. 故 x(t), y(t), v(t), w(t), z(t) 在 [0,T ) 上也是有界的, 因此, 具有初始
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条件 (3)的模型 (2)的任意解 (x(t), y(t), v(t), w(t), z(t))在 [0,T )上都是非负且最终有界的. 由解的延拓定理知

T =+∞, 即模型 (2) 在初始条件 (3) 下的任意解 (x(t), y(t), v(t), w(t), z(t)) 在 [0,+∞) 上是非负且最终有界的.

接下来, 讨论模型 (2) 平衡点的存在性. 首先, 模型 (2) 总是存在唯一的无感染平衡点 E0 =(x0,0,0,0,0), 其

中 x0 =K[(r−µ1)+
√

(r−µ1)2 +4λr/K]/2r.

定义模型 (2) 的基本再生数如下[19]:

R0 =
µ3β2x0

µ2µ3

+
kβ1x0

µ2µ3

=R01 +R02 (5)

它从生物学上描述了一个被感染的细胞在感染开始时产生的继发感染（二次感染细胞）的平均数量, 其中

R01 =µ3β2x0/µ2µ3 和 R02 = kβ1x0/µ2µ3 分别是细胞-细胞传播模式和病毒-细胞传播模式的基本再生数.

当 R0 > 1 时, 模型 (2) 存在无免疫感染平衡点 E1 =(x1,y1,v1,0,0), 其中

y1 =
1
µ2

[
λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1

]
,v1 =

k

µ2µ3

[
λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1

]
.

根据模型 (2) 的第二个等式和 y1 的表达式可构造函数:

y =F1(x)=
1
µ2

[
λ+rx(1− x

K
)−µ1x

]
,x=G1(y)=

kα2µ2y
2 +(µ2µ3α+kαµ2)y+µ2µ3

(kαβ2 +kαβ1)y+(β2µ3 +kβ1)
,

G1
′(y)=

kα2µ2(kαβ2 +kαβ1)y2 +2kα2µ2(β2µ3 +kβ1)y+(µ2µ3αβ2µ3 +k2β1αµ2)
[(kαβ2 +kαβ1)y+(β2µ3 +kβ1)]2

> 0,

即 x 是关于 y 的增函数. 对于函数 G1(y) 来说, 令 y = 0, 可得 x1
′ = µ2µ3/(kβ1 + β2µ3). 而当 R0 > 1 时, 有

x0 >µ2µ3/(kβ1 +β2µ3)= x1
′. 而 G1(y) 为增函数, 由图 1(a) 可知, 存在唯一正的常数 x1 ∈ (x1

′,x0). 使得 y1,v1 也

是唯一正的常数. 即当 R0 > 1 时, 模型 (2) 存在唯一正的无免疫感染平衡点 E1.

定义抗体免疫再生数[28]

R1 =
g2

µ4

v1 =
g2

µ4

k

µ3

1
µ2

[
λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1

]
(6)

R1 表示当病毒成功感染且 CTL 免疫应答尚未建立时, 被病毒激活的抗体免疫细胞的平均数量.

定义 CTL 免疫再生数[23]

R2 =
c2

µ5

y1 =
c2

µ5

1
µ2

[
λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1

]
(7)

R2 表示当病毒成功感染且抗体免疫应答尚未建立时, 被感染细胞激活的 CTL 免疫细胞的平均数量.

当 R1 > 1 时, 模型 (2) 存在具有抗体免疫感染平衡点 E2 =(x2,y2,v2,w2,0), 其中

y2 =
1
µ2

[
λ+rx2(1− x2

K
)−µ1x2

]
, v2 =

µ4

g2

, w2 =
µ3

g1

[
kg2

µ4µ3µ2

(λ+rx2(1− x2

K
)−µ1x2)−1

]
.

根据模型 (2) 的第二个等式构造函数可得:

x=G2(y)=
µ2y(1+αy)(g2 +αµ4)

β2y(g2 +αµ4)+β1µ4(1+αy)
,

G2
′(y)=

(g2 +αµ4)µ2α[β2(g2 +αµ4)+β1µ4α]y2
2 +2(g2 +αµ4)µ2αβ1µ4y2 +(g2 +αµ4)µ2β1µ4

[(β2(g2 +αµ4)+β1µ4α)y2 +β1µ4]2
> 0.

即 G2(y) 关于 y 单调增. 对于 G2(y) 来说: y = 0 时, x = G2(y) = 0. 当 y = µ3µ4/kg2 时, x = G1(y) = G2(y). 当

R1 > 1 时, 有 y1 > µ3µ4/kg2. 我们不妨设 x2
′ = G1(µ3µ4/kg2) = G2(µ3µ4/kg2), 根据图 1(b), 有 y2 > µ3µ4/kg2, 自

然有 w2 > 0. 且由图 1(b) 可知: x2, w2, y2 都是唯一的. 即当 R1 > 1 时, 模型 (2) 存在唯一具有抗体免疫反应的

感染平衡点 E2 =(x2,y2,v2,w2,0).

当 R2 > 1 时, 模型 (2) 存在具有 CTL 免疫反应的感染平衡点 E3 =(x3,y3,v3,0,z3), 其中

y3 =
µ5

c2

,v3 =
kµ5

c2µ3

,z3 =
µ2

c1

[
c2

µ5

1
µ2

(λ+rx3(1− x3

K
)−µ1x3)−1

]
.
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根据模型 (2) 的第二个等式和 z3 的表达式可构造函数:

x=G3(z)=
(c1z+µ2)(c2µ3 +kαµ5)(c2 +αµ5)

kβ1(c2
2 +c2αµ5)+β2(c2

2µ3 +kαc2µ5)
,

z =F3(x)=
µ2

c1

[
c2

µ5µ2

(λ+rx(1− x

K
)−µ1x)−1

]
.

且 G3(z) 关于 z 单调增. 设 z = F3(x) 的一个正根为 x3
′′. 由图 1(c) 可知, x3

′′ > x1. 而对于 x = G3(z) 来说, 令

z =0, 可得 x3
′ = [µ2(c2µ3 +kαµ5)(c2 +αµ5)]/[kβ1(c2

2 +c2αµ5)+β2(c2
2µ3 +kαc2µ5)]= G1(y3).

当 R2 > 1 时, 有 y1 > µ5/c2 = y3, 而 G1(y) 是增函数, 所以有 x3
′ < x1 < x3

′′. 又因为 G3(z) 为增函数, G3(z)

和 F3(x) 的交点为 x3, 由图 1(c) 可知 x3
′ <x3 <x3

′′, 此时有 z3 > 0 且 z3 是唯一的.

综上, 当 R2 > 1时, 模型 (2) 存在唯一具有 CTL 免疫反应的感染平衡点 E3 =(x3,y3,v3,0,z3).

定义模型 (2) 的 CTL 免疫竞争基本再生数[28]

R3 =
c2

µ5

y2 =
c2

µ5

[
λ+rx2(1− x2

K
)−µ1x2

]
(8)

R3 表示在建立抗体免疫应答的条件下, 被感染细胞激活的 CTL 免疫细胞的平均数量.

定义模型 (2) 的抗体免疫竞争基本再生数[28]

R4 = g2

1
µ4

v3 = g2

1
µ4

kµ5

c2µ3

(9)

R4 表示在建立 CTL 免疫应答的条件下, 被病毒刺激产生的抗体免疫细胞的平均数量.

当 R3 > 1 且 R4 > 1 时, 模型 (2) 存在具有适应性免疫 (同时带有 CTL 免疫和抗体免疫) 的感染平衡点

E4 =(x4,y4,v4,w4,z4), 其中

y4 =
µ4

g2

,v4 =
µ5

c2

,w4 =
kµ5g2−c2µ3µ4

g1µ4c2

,z4 =
µ2

c1

[
c2

µ2µ5

(λ+rx4(1− x4

K
)−µ1x4)−1].

根据模型 (2) 的第二个等式 β1x4v4/(1+αv4)+β2x4y4/(1+αy4)−µ2y4−c1y4z4 =0 可构造函数,

x=G4(z)=
c1µ5z(g2 +αµ4)(c2 +αµ5)+µ2µ5(g2 +αµ4)(c2 +αµ5)

c2 [β1µ4(c2 +αµ5)+β2µ5(g2 +αµ4)]
.

z =F3(x)= (µ2/c1)[c2/(µ2µ5)(λ+rx(1−x/K)−µ1x)−1]. 且 x=G4(z)关于 z 单调增,而 F3(x)的正根依然是 x3
′′.

当 R3 > 1时, 有 y2 > µ5/c2, 根据图 1(d) 可知 x3
′′ > x2. 对于函数 G4(z) 来说, 令 z = 0, 有 x4

′ = µ2µ5(g2 +

αµ4)(c2+αµ5)/c2 [β1µ4(c2 +αµ5)+β2µ5(g2 +αµ4)], 而对于函数 x=G2(y)= µ2y(1+αy)(g2+αµ4)/[β2y(g2+αµ4)+

β1µ4(1+αy)],当 y =µ5/c2 时,有 x2
′ =x4

′. 由图 1(d)可知, x4
′ <x4 <x4

′′,且 x4 是唯一的,此时有 z4 =F3(x4)> 0.

且 z4 是唯一的. 当 R4 > 1 时, 有 kµ5g2 >c2µ3µ4, 于是有 w4 > 0.

综上所述, 当 R3 > 1 和 R4 > 1 时, 模型 (2) 存在具有适应性免疫 (同时带有 CTL 免疫和抗体免疫) 的感染

平衡点 E4 =(x4,y4,v4,w4,z4).

图 1 模型 (2) 存在且唯一的四类感染平衡点 E1, E2, E3, E4
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2 平衡点的局部渐近稳定性

定理 2 当 R0 < 1 (或 R0 > 1) 时, 模型 (2) 的无感染平衡点 E0 局部渐近稳定 (或不稳定).

证明 模型 (2) 在平衡点 E0 处的线性化系统的特征方程是
(
s+

√
(r−µ1)2 +

4λr

K

)
(s+µ4)(s+µ5)f1(s)= 0,

其中

f1(s)= s2−(β2x0−µ2−µ3)s+µ2µ3−(β2µ3x0 +kβ1x0).

特征方程的 3 个特征值为 s1 = −
√

(r−µ1)2 +4λr/K, s2 = −µ4, s3 = −µ5. 所以 E0 的稳定性取决于 f1(s).

f1(s)= 0 的两个根分别设为 s4 和 s5. 根据韦达定理,

s4 +s5 =β2x0−µ2−µ3, s4s5 =µ2µ3−(β2µ3x0 +kβ1x0).

当 R0 < 1 时, (β2µ3 +kβ1)x0 < µ2µ3, β2x0 < µ2. 所以有 s4 +s5 < 0, s4s5 > 0. 故当 R0 < 1 时, 二次方程 f(s)

的根具有负实部.

同样的, 当 R0 > 1 时, (β2µ3 +kβ1)x0 >µ2µ3. 所以 s4s5 < 0. 故当 R0 > 1 时, 二次方程 f(s) 有一个正实根.

所以, 当 R0 < 1 时, 在 E0 处特征方程的所有特征值都具有负实部, 所以无感染平衡点 E0 局部渐近稳定.

当 R0 > 1 时, 在 E0 处存在特征方程的一个正的特征值, 所以无感染平衡点 E0 不稳定.

定理 3 当 R0 > 1, R1 < 1, R2 < 1 且 r < µ1 时, 模型 (2) 的无免疫感染平衡点 E1 局部渐近稳定.

证明 模型 (2) 在 E1 处线性化后的特征方程是

[s−(e−sτ1g2v1−µ4)][s−(e−sτ2c2y1−µ5)]f2(s)= 0.

令 g1(s)= s−(e−sτ1g2v1−µ4), g2(s)= s−(e−sτ2c2y1−µ5). 当 R1 > 1 时, 有 g1(0)< 0, g1(+∞)= +∞. 且 g1(s)

是连续函数, 那么 g1(s)= 0 至少有一个非负的实根. 同理, 当 R2 > 1 时, 有 g2(0)< 0, g2(+∞)= +∞. 且 g2(s) 是

连续函数, 那么 g2(s)= 0 至少也有一个非负的实根. 故当 R1 > 1 或 R2 > 1 时, E1 是不稳定的.

而当 R1 < 1 且 R2 < 1 时, 令 g2(s)= 0, 并假设 s=x+ iy(x,y ∈R,x > 0), 则

1=
e−sτ2c2y1

s+µ5

<
|e−sτ2c2y1|
|s+µ5| <

|c2y1|
|µ5| < 1.

矛盾, 假设不成立, 所以 x < 0. 因此, 函数 g1(s) = 0 的根具有负实部. 同理, g2(s) = 0 的根也具有负实部. 所以

E1 的稳定性取决于 f2(s). 由计算易得

f2(s)= λ3 +Aλ2 +Bλ+C, 其中

A =µ1 +µ2 +µ3−r+
2rx1

K
+

β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

− β2x1

(1+αy1)2
,

B =(
β2x1

1+αy1

−µ2−µ3)(r− 2rx1

K
−µ1)+(µ2 +µ3)(

β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

)+µ3(µ2− β2x1

(1+αy1)2
)− kβ1x1

(1+αv1)2
,

C =(r− 2rx1

K
−µ1)(

kβ1x1

(1+αv1)2
+

µ3β2x1

(1+αy1)2
−µ3µ2)+µ2µ3(

β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

).

这里假设 r < µ1. 那么对于A来说, µ1−r > 0, µ2−(β2x1)/(1+αy1)2,故A> 0. 对于B来说, ((β2x1/(1+αy1))−
µ2−µ3)(r− (2rx1/K)−µ1) > 0, µ3µ2− (β2x1µ3/(1+αy1)2)− (kβ1x1/(1 + αv1)2) > 0, 故 B > 0. 对于 C 来说,

r−(2rx1/K)−µ1 < 0, (kβ1x1/(1+αv1)2)+(µ3β2x1/(1+αy1)2)−µ3µ2 < 0, 故 C > 0.

A×B−C =[(µ1 +µ3 +
2rx1

K
−r)+(µ2 +

β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

− β2x1

(1+αy1)2
)]

× [(
β2x1

1+αy1

−µ2−µ3)(r− 2rx1

K
−µ1)+(µ2 +µ3)(

β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

)

+(µ3µ2− β2x1µ3

(1+αy1)2
− kβ1x1

(1+αv1)2
)]
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− [(r− 2rx1

K
−µ1)(

kβ1x1

(1+αv1)2
+

µ3β2x1

(1+αy1)2
−µ3µ2)+µ2µ3(

β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

)]

>(µ2 +
β1v1

1+αv1

+
β2y1

1+αy1

− β2x1

(1+αy1)2
)[(

β2x1

1+αy1

−µ2−µ3)(r− 2rx1

K
−µ1)

+(µ3µ2− β2x1µ3

(1+αy1)2
− kβ1x1

(1+αv1)2
)]> 0.

根据 Routh-Hurwitz 准则, 可知 f2(s)= 0 的 3 个根都具有负实部. 即当 R0 > 1, R1 < 1, R2 < 1, 且 r < µ1 时,

模型 (2) 在点 E1 处特征方程的特征根都具有负实部, 所以无免疫感染平衡点 E1 局部渐近稳定.

注: 由于模型 (2) 的其余各类感染平衡点 E2, E3, E4 线性化系统的特征方程很复杂, 在此我们没有进行局

部稳定性的理论分析.

3 平衡点的全局渐近稳定性

假设 (x(t),y(t),v(t),w(t),z(t)) 是模型（2）满足初始条件（3）的正解.

定理 4 当 R0≤ 1 时, 模型 (2) 的无感染平衡点 E0 全局渐近稳定.

证明 定义函数 H(ξ)= ξ−1− lnξ, ξ > 0 以及 Lyapunov 泛函 L1(t) 如下

L1(t)= L11(t)+L12(t),

L11(t)= x0H
(x(t)

x0

)
+y(t)+

β1x0

µ3

v(t)+
β1g1x0

g2µ3

w(t)+
c1

c2

z(t),

L12(t)=
β1x0g1

µ3

∫ t

t−τ1

v(θ)w(θ)dθ+c1

∫ t

t−τ2

z(θ)y(θ)dθ.

对于 L1(t) 沿着模型 (2) 的解关于 t 求导, 可得:

dL1(t)
dt

=
x(t)−x0

x(t)

[
λ+rx(t)(1− x(t)

K
)−µ1x(t)− β1x(t)v(t)

1+αv(t)
+

β2x(t)y(t)
1+αy(t)

]

+
β1x(t)v(t)
1+αv(t)

+
β2x(t)y(t)
1+αy(t)

−µ2y(t)−c1z(t)y(t)+
β1x0

µ3

(ky(t)−µ3v(t)−g1v(t)w(t))

+
β1g1x0

g2µ3

(g2w(t−τ1)v(t−τ1)−µ4w(t))+
c1

c2

(c2z(t−τ2)y(t−τ2)−µ5z(t))

+
β1x0g1

µ3

(v(t)w(t)−v(t−τ1)w(t−τ1))+c1(z(t)y(t)−z(t−τ2)y(t−τ2))

=
r−µ1

x(t)
(x(t)−x0)2− r

K
(x(t)+x0)(x(t)−x0)2 +

β1x0v(t)
1+αv(t)

+
β2x0y(t)
1+αy(t)

−µ2y(t)+
β1x0ky(t)

µ3

−β1x0v(t)− µ4g1β1x0

g2µ3

w(t)− c1µ5

c2

z(t)

≤β2x0y(t)−µ2y(t)+
β1x0ky(t)

µ3

=µ2y(t)
(β2x0

µ2

+
β1x0k

µ2µ3

−1
)

=µ2y(t)(R0−1)≤ 0.

因此, 当 R0≤ 1 时, dL1(t)/dt≤ 0. dL1(t)/dt = 0当且仅当 (x(t),y(t),v(t),w(t),z(t)) = (x0,0,0,0,0). 由 Lasalle 不

变原理可知, 当 R0≤ 1 时, 无感染平衡点 E0 全局渐近稳定.

定理 5 当 R0 > 1, R1≤ 1, R2≤ 1 且 r < µ1 时, 模型 (2) 的无免疫感染平衡点 E1 全局渐近稳定.

证明 定义 Lyapunov 泛函 L2(t) 如下

L2(t)= L21(t)+L22(t)+L23(t)

L21(t)= x1H
(x(t)

x1

)
+y1H

(y(t)
y1

)
+

β1x1v1

ky1(1+αy1)
v1H

(v(t)
v1

)
+

c1

c2

z(t)+
β1g1x1v1

kg2y1(1+αv1)
w(t).

L22(t)=
β1g1v1x1

ky1(1+αv1)

∫ t

t−τ1

w(θ)v(θ)dθ+c1

∫ t

t−τ2

y(θ)z(θ)dθ.
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L23(t)=
β1x1v(t)
1+αv(t)

∫ t

0

H
( β1v(θ)/(1+αv1)

β1v(θ)/(1+αv(θ))

)
dθ+

β2x1y(t)
1+αy(t)

∫ t

0

H
( β2y(θ)/(1+αy1)

β2y(θ)/(1+αy(θ))

)
dθ.

对 L2(t) 沿着模型 (2) 的解关于 t 求导, 可得

dL21(t)
dt

=
(
1− x1

x(t)

)[
λ+rx(t)(1− x(t)

K
)−µ1x(t)− β1x(t)v(t)

1+αv(t)
− β2x(t)y(t)

1+αy(t)

]

+
(
1− y1

y(t)

)[β1x(t)v(t)
1+αv(t)

+
β2x(t)y(t)
1+αy(t)

−µ2y(t)−c1y(t)z(t)
]

+
β1x1v1

ky1(1+αy1)

(
1− v1

v(t)

)
(ky(t)−µ3v(t)−g1v(t)w(t))

+
c1

c2

[c2z(t−τ2)y(t−τ2)−µ5z(t)]+
β1g1x1v1

kg2y1(1+αv1)
[g2w(t−τ1)v(t−τ1)−µ4w(t)],

dL22(t)
dt

=
β1g1x1v1

ky1(1+αv1)
[w(t)v(t)−w(t−τ1)v(t−τ1)]+c1[y(t)z(t)−y(t−τ2)z(t−τ2)],

dL23(t)
dt

=
β1x1v(t)
1+αv(t)

[ β1v(t)/(1+αv1)
β1v(t)/(1+αv(t))

−1− ln
β1v(t)/(1+αv1)

β1v(t)/(1+αv(t))

]

+
β2x1y(t)
1+αy(t)

[ β2y(t)/(1+αy1)
β2y(t)/(1+αy(t))

−1− ln
β2y(t)/(1+αy1)

β2y(t)/(1+αy(t))

]
.

dL2(t)
dt

=
(
1− x1

x(t)

)[
(λ+rx(t)(1− x(t)

K
)−µ1x(t))−(λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1)

]

+
β1x1v1

1+αv1

− x1

x(t)
β1x1v1

1+αv1

− v1

v(t)
y(t)
y1

β1x1v1

1+αv1

+(R1−1)+(R2−1)

+
β1x1v1

1+αv1

(
2− x(t)v(t)y1/(1+αv(t))

x1v1y(t)/(1+αv1)
− v(t)(1+αv1)

v1(1+αv(t))
ln

1+αv(t)
1+αv1

)
,

dL2(t)
dt

=
(
1− x1

x(t)

)[
(λ+rx(t)(1− x(t)

K
)−µ1x(t))−(λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1)

]

+
β1x1v1

1+αv1

− x1

x(t)
β1x1v1

1+αv1

− v1

v(t)
y(t)
y1

β1x1v1

1+αv1

+(R1−1)+(R2−1)

+
β1x1v1

1+αv1

(
2− x(t)v(t)y1/(1+αv(t))

x1v1y(t)/(1+αv1)
− v(t)(1+αv1)

v1(1+αv(t))
ln

1+αv(t)
1+αv1

)

+
β2x1y1

1+αy1

(
2− x1

x(t)
− x(t)v(t)y1/(1+αv(t))

x1v1y(t)/(1+αv1)
− y(t)(1+αy1)

y1(1+αy(t))
ln

1+αy(t)
1+αy1

)
,

=(1− x1

x(t)
)
[
(λ+rx(t)(1− x(t)

K
)−µ1x(t))−(λ+rx1(1− x1

K
)−µ1x1)

]
+(R1−1)

− β1x1v1

1+αv1

H
( x1

x(t)

)
− β1x1v1

1+αv1

H
(x(t)v(t)y1(1+αv1)

x1v1y(t)(1+αv(t))

)
− β2x1y1

1+αy1

H
( x1

x(t)

)

− β1x1v1

1+αv1

[
ln

y1v(t)(1+αv1)
y(t)v1(1+αv(t))

+
v(t)(1+αv1)
v1(1+αv(t))

ln
1+αv(t)
1+αv1

]
+(R2−1)

− β2x1y1

1+αy1

[
ln

1+αy1

1+αy(t)
+

y(t)(1+αy1)
y1(1+αy(t))

ln
1+αy(t)
1+αy1

]
+

β1x1v1

1+αv1

− v1y(t)β1x1v1

v(t)y1(1+αv1)

− β2x1y1

1+αy1

H
(x(t)

x1

1+αy1

1+αy(t)

)
,

=
(
1− x1

x(t)

)
[n(x(t))−n(x1)]+(R1−1)+(R2−1)

− β1x1v1

1+αv1

H
( x1

x(t)

)
− β1x1v1

1+αv1

H
(x(t)v(t)y1(1+αv1)

x1v1y(t)(1+αv(t))

)
− β2x1y1

1+αy1

H
( x1

x(t)

)

− β1x1v1

1+αv1

( v(t)−v1

v1(1+αv(t))

)
ln

1+αv(t)
1+αv1

− β2x1y1

1+αy1

( y(t)−y1

y1(1+αy(t))

)
ln

1+αy(t)
1+αy1

− β1x1v1

1+αv1

H
(y(t)v1

y1v(t)

)
− β2x1y1

1+αy1

H
(x(t)

x1

(1+αy1)
(1+αy(t))

)
.

此时 n(x)= λ+rx(1−(x/K))−µ1x. 根据图 1 可知 (x−x1)(n(x(t))−n(x1))≤ 0 (r < µ1).
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所以当 R0 > 1 且 R1 ≤ 1, R2 ≤ 1, r < µ1 时, 有 dL2(t)/dt≤ 0. (x(t),y(t),v(t),w(t),z(t)) = (x1,y1,v1,0,0) 当

且仅当 dL2(t)/dt =0. 由 Lasalle 不变原理可知, 当 R0 > 1, R1≤ 1, R2≤ 1 且 r < µ1 时, 模型 (2)无免疫感染平衡

点 E1 全局渐近稳定.

定理 6 当 R0 > 1, R1 > 1, R3≤ 1, τ1 =0 且 r < µ1 时, 模型 (2) 具抗体免疫感染平衡点 E2 全局渐近稳定.

证明 定义 Lyapunov 泛函 L3(t) 如下

L3(t)= L31(t)+L32(t)+L33(t),

L31(t)= x2H
(x(t)

x2

)
+y2H

(y(t)
y2

)
+

β1x2v2

ky2(1+αv2)
v2H

(v(t)
v2

)
+

β1g1x2v2

kg2y2(1+αv2)
w2H

(w(t)
w2

)
,

L32(t)=
c1

c2

z(t)+c1

∫ t

t−τ2

y(θ)z(θ)dθ,

L33(t)=
β1x2v(t)
1+αv(t)

∫ t

0

H
( β1v(θ)/(1+αv2)

β1v(θ)/(1+αv(θ))

)
dθ+

β2x2y(t)
1+αy(t)

∫ t

0

H
( β2y(θ)/(1+αy2)

β2y(θ)/(1+αy(θ))

)
dθ.

对 L3(t) 沿着模型 (2) 的解关于 t 求导可得,

dL3(t)
dt

=
(
1− x2

x(t)

)[
n(x(t))−n(x2)+

β1x2v2

1+αv2

+
β2x2y2

1+αy2

− β1x(t)v(t)
1+αv(t)

− β2x(t)y(t)
1+αy(t)

]

+
(
1− y2

y(t)

)[β1x(t)v(t)
1+αv(t)

+
β2x(t)y(t)
1+αy(t)

− y(t)
y2

(
β1x2v2

1+αv2

+
β2x2y2

1+αy2

)−c1y(t)z(t)
]

+
β1x2v2

ky2(1+αv2)

(
1− v2

v(t)

)[
ky(t)− v(t)

v2

(ky2−g1v2w2)−g1v(t)w(t)
]
+

β1x2v(t)
1+αv2

+
β1g1x2v2

kg2y2(1+αv2)

(
1− w2

w(t)

)
(g2v(t)w(t)−w(t)g2v2)− β1x2v(t)

1+αv(t)
ln

( β1v(t)/(1+αv2)
β1v(t)/(1+αv(t))

)

+
c1

c2

(c2z(t−τ2)y(t−τ2)−µ5z(t))+c1y(t)z(t)−c1y(t−τ2)z(t−τ2)− β1x2v(t)
1+αv(t)

+
[β2x2y(t)

1+αy2

− β2x2y(t)
1+αy(t)

− β2x2y(t)
1+αy(t)

ln
β2y(t)/(1+αy2)

β2y(t)/(1+αy(t))

]
,

=
(
1− x2

x(t)

)
(n(x(t))−n(x2))+(R3−1)− β2x2y2

1+αy2

H
(x(t)

x2

1+αy2

1+αy(t)

)

− β1x2v2

1+αv2

H
( x2

x(t)

)
− β1x2v2

1+αv2

H
(x(t)v(t)y2(1+αv2)

x2v2y(t)(1+αv(t))

)
− β2x2y2

1+αy2

H
( x2

x(t)

)

− β1x2v2

1+αv2

( v(t)−v2

v2(1+αv(t))

)
ln

(1+αv(t)
1+αv2

)
− β2x2y2

1+αy2

( y(t)−y2

y2(1+αy(t))

)
ln

(1+αy(t)
1+αy2

)

− β1x2v2

1+αv2

H
(y(t)v2

y2v(t)

)
.

此时 n(x)= λ+rx(1−(x/K))−µ1x. 根据图 1 可知 (x−x2)(n(x(t))−n(x2))≤ 0 (r < µ1).

故当 R3≤ 1 时, 有 dL3(t)/dt≤ 0. 当且仅当 (x(t),y(t),v(t),w(t),0) = (x2,y2,v2,w2,0) 时, dL3(t)/dt = 0. 根据

Lasalle 不变原理, 当 R0 > 1, R1 > 1, R3≤ 1, τ1 =0 且 r < µ1 时, 模型 (2) 具有抗体免疫的感染平衡点 E2 全局渐

近稳定.

定理 7 当 R0 > 1, R2 > 1, R4≤ 1, τ2 =0, r < µ1 时, 模型 (2) 具 CTL 免疫的感染平衡点 E3 全局渐近稳定.

证明 定义 Lyapunov 泛函 L4(t) 如下

L4(t)= L41(t)+L42(t)+L43(t),

L41(t)= x3H
(x(t)

x3

)
+y3H

(y(t)
y3

)
+

β1x3v3

ky3(1+αv3)
v3H

(v(t)
v3

)
+

c1z3

c2

H
(z(t)

z3

)
,

L42(t)=
β1g1x3v3

kg2y3(1+αv3)
w(t)+

β1g1x3v3

ky3(1+αv3)

∫ t

t−τ1

w(θ)v(θ)dθ,
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L43(t)=
β1x3v(t)
1+αv(t)

∫ t

0

H
( β1v(θ)/(1+αv3)

β1v(θ)/(1+αv(θ))

)
dθ+

β2x3y(t)
1+αy(t)

∫ t

0

H
( β2y(θ)/(1+αy3)

β2y(θ)/(1+αy(θ))

)
dθ.

对 L4(t) 沿着模型 (2) 的解关于 t 求导可得,

dL4(t)
dt

=
(
1− x3

x(t)

)
(n(x(t))−n(x3))+(R4−1)+

β1x3v3

1+αv3

− x3

x(t)
β1x3v3

1+αv3

− v3

v(t)
y(t)
y3

β1x3v3

1+αv3

+
β1x3v3

1+αv3

(
2− x(t)v(t)y3/(1+αv(t))

x3v3y(t)/(1+αv3)
− v(t)(1+αv3)

v3(1+αv(t))
ln

1+αv(t)
1+αv3

)

+
β2x3y3

1+αy3

(
2− x3

x(t)
− x(t)v(t)y3/(1+αy(t))

x3v3y(t)/(1+αy3)
− y(t)(1+αy3)

y3(1+αy(t))
ln

1+αy(t)
1+αy3

)
,

=
(
1− x3

x(t)

)
(n(x(t))−n(x3))− β1x3v3

1+αv3

H
( x3

x(t)

)
− β1x3v3

1+αv3

H
(x(t)v(t)y3(1+αv3)

x3v3y(t)(1+αv(t))

)

− β2x3y3

1+αy3

H
( x3

x(t)

)
− β1x3y3

1+αy3

H
(x(t)

x3

1+αy3

1+αy(t)

)
+(R4−1)− β1x3v3

1+αv3

H
(y(t)v3

y3v(t)

)

− β1x3v3

1+αv3

( v(t)−v3

v3(1+αv(t))

)
ln

(1+αv(t)
1+αv3

)
− β2x3y3

1+αy3

( y(t)−y3

y3(1+αy(t))

)
ln

(1+αy(t)
1+αy3

)
.

此时 n(x)= λ+rx(1−(x/K))−µ1x. 根据图 1 可知 (x−x3)(n(x(t))−n(x3))≤ 0 (r < µ1).

故当 R4 ≤ 1 时, 有 dL4(t)/dt≤ 0. 当且仅当 (x(t),y(t),v(t),0,z(t)) = (x3,y3,v3,0,z3) 时, dL4(t)/dt = 0. 根据

Lasalle 不变原理, 当 R0 > 1, R2 > 1, R4≤ 1, τ2 = 0 且 r < µ1 时, 模型 (2) 具有 CTL 免疫的感染平衡点 E3 全局

渐近稳定.

定理 8 当 R0 > 1, R1 > 1, R2 > 1, R3 > 1, R4 > 1, τ1 =0, τ2 =0, 且 r < µ1 时, 模型 (2)具有 CTL 免疫和抗

体免疫的感染平衡点 E4 全局渐近稳定.

证明 定义 Lyapunov 泛函 L5(t) 如下

L5(t)= L51(t)+L52(t),

L51(t)= x4H
(x(t)

x4

)
+y4H

(y(t)
y4

)
+

β1x4v4

ky4(1+αv4)
v4H

(v(t)
v4

)
+

c1z4

c2

H
(z(t)

z4

)
,

L52(t)=
β1x4v(t)
1+αv(t)

∫ t

0

H
( β1v(θ)/(1+αv4)

β1v(θ)/(1+αv(θ))

)
dθ+

β2x4y(t)
1+αy(t)

∫ t

0

H
( β2y(θ)/(1+αy4)

β2y(θ)/(1+αy(θ))

)
dθ

+
β1g1x4v4w4

kg2y4(1+αv4)
H

(w(t)
w4

)
.

对 L5(t) 沿着模型 (2) 的解关于 t 求导可得,

dL5(t)
dt

=
(
1− x4

x(t)

)
(n(x(t))−n(x4))+

β1x4v4

1+αv4

− x4

x(t)
β1x4v4

1+αv4

− v4

v(t)
y(t)
y4

β1x4v4

1+αv4

+
β1x4v4

1+αv4

(
2− x(t)v(t)y4/(1+αv(t))

x4v4y(t)/(1+αv4)
− v(t)(1+αv4)

v4(1+αv(t))
ln

(1+αv(t)
1+αv4

))

+
β2x4y4

1+αy4

(
2− x4

x(t)
− x(t)v(t)y4/(1+αy(t))

x4v4y(t)/(1+αy4)
− y(t)(1+αy4)

y4(1+αy(t))
ln

1+αy(t)
1+αy4

)
,

=
(
1− x4

x(t)

)
(n(x(t))−n(x4))− β1x4v4

1+αv4

H
(y(t)v4

y4v(t)

)
− β1x4y4

1+αy4

H
(x(t)

x4

(1+αy4)
(1+αy(t))

)

− β1x4v4

1+αv4

H
( x4

x(t)

)
− β1x4v4

1+αv4

H
(x(t)v(t)y4(1+αv4)

x4v4y(t)(1+αv(t))

)
− β2x4y4

1+αy4

H
( x4

x(t)

)

− β1x4v4

1+αv4

( v4−v(t)
v4(1+αv(t))

)
ln

( 1+αv4

1+αv(t)

)
− β2x4y4

1+αy4

( y4−y(t)
y4(1+αy(t))

)
ln

( 1+αy4

1+αy(t)

)
.

此时 n(x)= λ+rx(1−(x/K))−µ1x. 根据图 1 可知 (x−x4)(n(x(t))−n(x4))≤ 0 (r < µ1).

此时有 dL5(t)/dt≤ 0. 当且仅当 (x(t),y(t),v(t),w(t),z(t))= (x4,y4,v4,w4,z4) 时, dL5(t)/dt =0. 根据 Lasalle

不变原理, 当 R0 > 1, R1 > 1, R2 > 1, R3 > 1, R4 > 1, τ1 = 0, τ2 = 0 且 r < µ1 时, 模型 (2) 具有抗体免疫和 CTL

免疫的感染平衡点 E4 全局渐近稳定.
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4 数值模拟

本节通过 MATLAB 软件进行数值模拟, 来演示模型 (2) 所有平衡点的稳定性. 取相应参数值为 λ = 1,

µ1 =0.9, r =0.8, α =0.001, K =150.

1) 当 τ1 =2, τ2 =1, µ2 =0.5, µ3 =20, µ4 =20, µ5 =0.5, β1 =0.03, β2 =0.04, k =5, c1 =0.8, c2 =0.01, g1 =0.6,

g2 =0.1 时, 得到 R0 =0.685 9 < 1, 如图 2(a)、图 3(a) 所示, 模型 (2) 的解最终趋近于 E0 =(7.22,0,0,0,0), 无感染

平衡点 E0 全局渐近稳定.

2) 当 τ1 = 2, τ2 = 1, µ2 = 0.5, µ3 = 2, µ4 = 20, µ5 = 0.5, β1 = 0.03, β2 = 0.04, k = 5, c1 = 0.8, c2 = 0.01, g1 = 0.6,

g2 =0.1 时，得到 R0 =1.660 6 > 1, R1 =0.011 58 < 1, R2 =0.019 2 < 1.由图 2(b)、图 3(b) 可知, 模型 (2) 的解最

终趋近于 E1 =(4.355 7,0.926 4,2.316,0,0), 无免疫感染平衡点 E1 全局渐近稳定.

3) 当 τ1 = 0, τ2 = 1, µ2 = 0.5, µ3 = 2, µ4 = 3, µ5 = 0.5, β1 = 0.03, β2 = 0.04, k = 23, c1 = 0.8, c2 = 0.01,

g1 = 4.5, g2 = 1.75 时，得到 R1 = 1.351 > 1, R3 = 0.006 9 < 1, 由图 2(c)、图 3(c)可知, 模型 (2) 的解最终趋近于

E2 =(2.658 6,0.348 2,1.714 3,0.593 6,0), 带有抗体免疫的感染平衡点 E2 全局渐近稳定.

图 2 模型 (2) 平衡点 E0, E1, E2 的时间序列图

图 3 模型 (2) 平衡点 E0, E1, E2 的三维空间相图

4) 当 τ1 = 2, τ2 = 0, µ2 = 0.5, µ3 = 2.5, µ4 = 4.5, µ5 = 0.12, β1 = 0.05, β2 = 0.06, k = 10, c1 = 0.7, c2 = 0.25,

g1 =0.7, g2 =0.65 时，得到 R2 =1.945 4 > 1, R4 =0.277 2 < 1, 由图 4(a)、图 5(a) 可知, 模型 (2) 的解最终趋近于

E3 =(4.060 8,0.48,1.919 6,0,0.791 5), 带有 CTL 免疫的感染平衡点 E3 全局渐近稳定.
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图 4 模型 (2) 平衡点 E3 和 E4 的时间序列图和模型 (2) 的周期解
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5) 当 τ1 = 0, τ2 = 0, µ2 = 0.5, µ3 = 2.5, µ4 = 2.5, µ5 = 0.12, β1 = 0.07, β2 = 0.04, k = 12, c1 = 1.2, c2 = 0.25,

g1 = 3, g2 = 2 时，得到 R0 = 5.429 4 > 1, R1 = 1.848 2 > 1, R2 = 1.913 6 > 1, R3 = 1.323 3 > 1, R4 = 1.536 2 > 1,

r < µ1. 由图 4(b)、图 5(b) 可知, 模型 (2) 的解最终趋近于 E4 =(4.352 4,0.476,1.25,0.696 8,0.389 3), 带有适应性

免疫的感染平衡点全局渐近稳定.

6) 为了更好地体现适应性免疫时滞对模型 (2) 稳定性的影响, 本文还模拟了两种免疫反应时滞同时存在时

模型 (2) 解的时间序列图和三维空间相位图. 如图 4(c)、图 5(c) 所示, 模型 (2) 存在周期解, 说明了适应性免疫

反应时滞会引起更加复杂的动力学行为.

图 5 模型 (2) 平衡点 E3 和 E4 的三维空间相图和模型 (2) 的周期解

5 结 语

本文建立了具有饱和发生率和适应性免疫时滞的 HBV 感染模型, 为了使模型更加符合生物学意义, 还考

虑了两种传播方式,定义了模型的 5个阈值条件,得到了模型的 5类平衡点: 无感染平衡点 E0,免疫灭活感染平

衡点 E1,抗体免疫激活感染平衡点 E2, CTL免疫激活感染平衡点 E3 和适应性免疫激活感染平衡点 E4. 通过分

析该模型的特征方程, 证明该模型的平衡点 E0 和 E1 的局部渐近稳定性. 通过构造合适的 Lyapunov 泛函, 并

利用 Lasalle不变原理,证明了平衡点 E0, E1, E2, E3, E4 的全局渐近稳定性. 最后通过数值模拟验证了本文结论

的有效性, 并说明了抗体免疫反应和 CTL 免疫反应时滞同时存在会引起更加复杂的动力学行为.
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