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摘 要：研究考虑长寿趋势的目标收益型养老金的最优投资和收益调整问题. 采用改进的死亡力模型, 将养老金计划参

与者的长寿趋势引入养老金的决策管理问题中. 以期望效用最大为优化准则, 建立随机控制模型, 其中效用函数分别采

用Cobb-Douglas效用函数以及递归效用函数. 针对金融市场模型不确定的特点, 采用鲁棒方法求解最优控制策略. 运

用动态规划方法, 通过求解相应HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman)方程, 得到值函数和控制策略的显式表达式. 最后通

过数值分析, 给出两类效用下重要参数对最优控制策略的影响.
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Cobb-Douglas and Epstein-Zin Recursive Utility Function
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Abstract：This paper investigates the optimal investment and benefit adjustment for target benefit pension plan

considering the longevity trend. By using the Cobb-Douglas utility function and maximizing expected utility as

the optimization criterion, we aim to find robust control strategies that account for the uncertainty in the financial

market models. Based on stochastic control theory, the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation is solved to

obtain explicit solutions for the value function and control strategies. Finally, numerical analysis is conducted to

study the impact of influencing factors on the strategies.

Key words： target benefit plan pension; Cobb-Douglas utility function; robust control; longevity trend

0 引 言

自 21 世纪以来, 人口老龄化问题已成为全球面临的重要挑战之一. 根据国家统计局 2023 年 1 月发布的数

据, 中国的老龄化问题日益加剧. 截至 2022 年末, 60 岁及以上的老年人口比例达到 19.8%, 同比增长 0.9 个百

分点, 65 岁及以上的老年人口占比为 14.9%, 同比增长 0.7 个百分点[1−2]. 根据国际划分标准, 当 60 岁及以上老

年人口达到 10%或者 65岁及以上老年人口达到 7%时, 认为该国家或地区进入老龄化社会. 当 65岁及以上老
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年人口超过 14% 时, 说明其步入中度老龄化社会. 由以上数据可以看出, 中国的人口老龄化速度正在迅速加快.

人口老龄化的加剧对国家财政和养老金机构带来了严重的支付压力. 另一方面, 我国的养老金市场化运营程度

较低. 截至 2021 年末, 全年基本养老保险基金收入为 65 793 亿元, 基金支出为 60 197 亿元, 年末基本养老保险

基金累计结存 63 970 亿元, 而基金投资运营规模为 1.46 万亿元, 不足全部结存的四分之一[3]. 因此, 如何实现

养老基金高效运营, 是应对我国人口老龄化现状, 实现养老保险制度可持续发展的一项重要课题.

早期的养老金计划分为两大类: 固定收益计划 (Defined Benefit, DB)和固定缴费计划 (Defined Contribution,

DC). 在 DB 型计划中, 风险由计划发起人承担, 参与者退休收入由其工资和工作年限决定, 缺乏灵活性. 在 DC

型计划中, 参与者可以自由选择投资方案, 投资风险由计划参与者承担, 参与者的退休收益受市场波动较大. 随

着老龄化程度的加深, 养老金领域面临着越来越大的挑战和压力, 传统的养老金计划在风险分担和退休收入等

方面存在一定的局限性. 因此, 一种新型的养老金计划――目标收益型计划 (Target Benefit Plan, TBP) 逐渐成

为学者和业界关注的焦点. 与传统的 DB 型计划和 DC 型计划不同, TBP 具有一定程度上的代际风险转移特

征. 在 TBP 中, 发起人和参与者之间的责任和风险分担被重新定义, 可以更好平衡养老金计划的财务稳健性,

提高养老金计划的可持续性. 针对目标收益养老金的投资和收益调整问题, 许多学者建立了不同的随机优化模

型并对其最优控制策略展开了研究[4−7]. 在这些有关 TBP 的研究中, 采用的效用函数均为一元效用函数, 其优

化目标仅集中在最大化退休人员的收益.实际上,养老基金的财富水平对于基金的长期可持续发展至关重要.只

有综合考虑退休人员收益和养老基金财富两方面因素, 才能确保基金的长期可持续发展. 为此, 文献 [8] 首次将

一类二元效用函数――Cobb-Douglas效用函数引入养老金模型的最优控制问题中,通过调整退休人员收益和基

金财富的权重, 以实现退休人员收益和基金财富两方面的均衡持续增长. 此外, 文献 [8] 还对 Epstein-Zin 递归

效用函数下养老金资产配置策略进行了研究. 本文在文献 [8] 的基础上, 对模型作了进一步丰富和推广.

随着社会和经济的不断发展和医疗技术的不断进步, 人类的平均寿命得以显著延长. 这是一个积极的趋势,

但同时使得长寿风险更加突出. 根据承担长寿风险的主体不同, 长寿风险可以分为个体长寿风险和聚合长寿风

险. 个体长寿风险可以通过购买养老保险进行转移. 聚合长寿风险是系统性的, 无法分散的[9−10]. 因此, 对长寿

风险的建模及管理对养老金计划的决策制定至关重要. 文献 [11] 假设最大年龄随时间线性增长, 用于描述预期

寿命的增长. 文献 [12] 对死亡力模型进行改进, 将死亡力表示为一个既与年龄有关, 又随时间变化的量, 以度量

不同人群的长寿趋势. 本文基于文献 [12] 的死亡力模型, 研究长寿趋势对目标收益养老基金控制策略的影响,

以更准确地评估养老金的可持续性, 为基金管理者制定决策提供依据.

金融决策过程中,由于市场环境的不稳定,数据的不完整和不准确以及经济和金融行为的复杂性等因素,决

策者往往无法准确识别真实的概率测度.这种由于决策者缺乏关于影响决策外部事件的概率信息而导致的不确

定性称为模型不确定性, 也常被称为模糊性. 文献 [13] 最早将模糊性引入 Lucas 资产定价模型, 提出了可替代

测度的数学模型. 文献 [14] 提出了一种在连续时间框架下处理模型不确定的鲁棒控制方法, 通过构造相对熵来

解决模糊厌恶问题. 此后, 鲁棒控制方法被广泛应用于金融保险领域. 文献 [15] 针对保险公司的模糊厌恶, 基于

Heston 随机波动模型, 采用鲁棒控制方法给出了最优再保险和投资策略. 文献 [16] 综合考虑随机利率、随机工

资、通货膨胀等多种风险因素, 给出 DC 型养老金的鲁棒最优投资策略. 文献 [17] 假设养老金管理者对参数不

确定带来的风险是模糊厌恶的, 在指数效用下得到 TBP 计划的鲁棒最优投资策略的解析解. 基于文献 [14] 的

鲁棒控制方法,本文针对 Cobb-Douglas效用及递归效用下 TBP计划的最优投资和收益调整策略进行了分析并

求解.

本文研究了一类目标收益型养老金计划的最优投资和福利调整问题.通过考虑带有时间参数的死亡力模型,

将养老金计划参与者的长寿趋势引入养老金的决策管理问题中. 选择 Cobb-Douglas 效用函数来描述其对最优

投资和福利支出的偏好, 同时达到兼顾双方利益的目的. 进一步将 Cobb-Douglas 效用函数扩展到递归效用函

数, 以期望效用最大为优化准则. 针对金融市场模型不确定的特点, 采用鲁棒方法求解最优控制策略. 本文应用

动态规划方法, 建立相应的 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程并求解得出最优投资和收益策略的解析解. 最后通过

数值分析, 讨论两类效用下各影响因素对控制策略的影响.

本文的创新点为: (i) 将长寿风险考虑进目标收益型养老金计划, 进一步完善养老金体系的长寿风险研究;

(ii) 基于 Cobb-Douglas 效用和递归效用, 给出鲁棒最优策略的显式解.
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1 构建模型

令 (Ω,F ,F ,P) 是一个满足通常条件的概率空间, 其中: P 是 Ω 上的一个概率测度, F := {Ft}t∈[0,T ] 是一个

完备的, 右连续的滤波, Ft 表示到 t 时刻获得的所有信息. W (t), t≥ 0是定义在概率空间上的一维标准布朗运

动. 假设以下定义的所有随机过程在概率空间 (Ω,F ,P) 上都是定义良好的, 并且都是 F = {Ft}t∈[0,T ] 适应的.

1.1 金融市场

假设养老基金可以投资于一种无风险资产和一只股票. 无风险资产的价格过程为
{

dS0(t)= rS0(t)dt,

S0(0)= 1,

其中: r 为无风险利率.

股票的价格过程为 {
dS(t)= S(t)[µdt+σdW (t)],

S(0)= s0,

其中: µ> r 为预期回报率, σ > 0 为市场波动率.

1.2 目标收益型养老金计划成员资格

假设计划成员在 x0 岁进入劳动力市场, 并持续在劳动力市场工作到 xr 岁退休. 由于生育率的下降和人类

预期寿命的增加, 死亡力将随着时间 t 的推移而减小, 随着年龄 x 的增加而增大. 因此, 本文引入一个与年龄和

时间相关的死亡力函数 µ(x,t), 表达式为

µ(x,t)=A+Bθx−λt, B> 0, A≥−B, θ > 1,

其中: λ 为长寿参数, 表示死亡力随着时间减小的趋势. 因此, 生存函数为

s(x,t)= exp
{
−

∫ x−x0

0

µ(x0 +u, t−(x−x0)+u)du

}

=exp
{
−A(x−x0)− B

(1−λ)lnθ
[θx−λt−θ(1−λ)x0+λ(x−t)]

}
.

假设 t 时刻人群的最大年龄为 m(t),

m(t)= m(0)+ξt,

其中: ξ 为增长率, t≥ 0, m(t)≥x≥x0.

设 n(t) 表示 t 时刻年龄为 x0 的人进入养老金计划的人群密度, n(t) = n0ek0t, 其中: n0 为 0 时刻 x0 岁的

人进入养老金计划的人群密度, k0 为增长率. 从而在 t 时刻, 年龄为 x 岁的人群密度为

n(t−(x−x0))s(x,t), x> x0 (1)

在 t 时刻缴费人数 N(t) 和退休人数 R(t) 分别表示为

N(t)=
∫ xr

x0

n(t−(x−x0))s(x,t)dx,

R(t)=
∫ m(t)

xr

n(t−(x−x0))s(x,t)dx,

其中: xr 表示退休年龄.

设 L(t) 为 xr 岁退休的人在 t 时刻的平均工资, 表示为

L(t)= L(0)eαt, t≥ 0 (2)

其中: α 表示工资增长率. L̃(x,t) 为 t 时刻 xr 岁退休人员的年薪率, 表示为

L̃(x,t)= L(t)e−α(x−xr),
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其中: t≥ 0, x≥xr.

设养老基金在 t 时刻给 x 岁的退休人员的福利支出为

B̃(x,t)= f̃(t)L̃(x,t)eκ(x−xr) = f̃(t)L(t)e−(α−κ)(x−xr), x≥xr,

其中: eκ(x−xr) 用于衡量退休后生活成本调整, κ 是生活成本增长率, f̃(t) 为替代率. 养老基金在 t 时刻派发的

总福利支出 B̃(t) 为

B̃(t)=
∫ m(t)

xr

n(t−(x−x0))s(x,t)B̃(x,t)dx= I(t)f̃(t)L(t),

其中

I(t)=
∫ m(t)

xr

n(t−x+x0)s(x,t)e−(α−κ)(x−xr)dx.

设 B(t) 为 t 时刻养老基金的福利支出相对财富的比例, 则 B̃(t)= X(t)B(t).

设养老金计划参与者 t 时刻的总缴费为

C̃(t)=
∫ xr

x0

n(t−x+x0)s(x,t)c0eαtdx= c0eαtN(t),

其中: c0 为初始时刻缴费. 设 C(t) 为 t 时刻的缴费率，则 C̃(t)= X(t)C(t).

令 π(t) 表示 t 时刻投资于风险资产的比例, X(t) 为 t 时刻养老金的财富. 财富过程可以表示为




dXπ(t)= Xπ(t) [r+π(t)(µ−r)+C(t)−B(t)]dt+Xπ(t)π(t)σdW (t),

X(0)= x0.

2 考虑鲁棒性的 TBP 养老金的最优投资问题
2.1 TBP 计划的鲁棒最优控制问题

假设养老基金参与者都是模糊厌恶的. 考虑一族与测度 P 等价的测度

Q= {Q |Q ∼P}.

根据 Girsanov 定理, 对任意的 Q ∈Q, 存在 {ϕ(t), t∈ [0,T ]}, 使得
dQ
dP

|Ft
=Λ(t) ,

其中

Λ(t)= exp
{∫ t

0

ϕ(s)dW (s)− 1
2

∫ t

0

(ϕ(s))2ds
}

.

由于 ϕ := (ϕ(t))t∈[0,T ] 满足 Novikov 条件, 则 Λ(t) 是一个 P 鞅. 根据 Girsanov 定理, 在等价测度 Q 下, 随机过

程为一维标准布朗运动.

dWQ(t)= dW (t)−ϕ(t)dt (3)

此时在等价测度 Q 下, 股票过程为
{

dS1(t)= S1(t)[(µ+σϕ(t))dt+σdWQ(t)],

S1(0)= s1.

相应的财富过程为




dXπ(t)= Xπ(t) [r+π(t)(µ−r+σϕ(t))+C(t)−B(t)]dt+Xπ(t)π(t)σdW Q(t),

X(0)= x0.
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定义值函数为

J(t,x,π,B)= E

[∫ T

t

e−δsu(B(s)X(s),X(s))ds+e−δT U(X(T ))|X(t)= x,S1(t)= s

]
(4)

由 Π表示所有可接受策略的集合.由于存在模型不确定, 考虑在最坏等价测度下求解最优控制策略,因此, 相应

的值函数可以表示为

inf
(π,B)∈Π

sup
ϕ∈Φ

EQ

[
J(t,x,π,B)+

∫ T

0

(ϕ(s))2

2Ψ(s,X(s))
ds|X(t)= x,S1(t)= s

]
(5)

其中: Ψ 表示模糊厌恶程度.

为解决鲁棒最优控制问题, 定义价值函数为




V (t,x,π,B) = inf(π,B)∈Π supϕ∈Φ EQ
[
J(t,x,π,B)+

∫ T

0

(ϕ(s))2

2Ψ(s,X(s))
ds|X(t)= x,S1(t)= s

]

Ψ(t,x,π,B) = β

rV (t,x,π,B)

(6)

2.2 模型的求解

定义变分算子

ℵπ,ϕψ(t,x,π,B)= ψt +x [r+C(t)−B(t)+π (µ+σϕ(t)−r)]ψx +
1
2
π2σ2ψxx (7)

其中: ψt, ψx, ψxx 分别是 ψ(t,x,π,B) 关于变量 t, x 的一阶和二阶偏导.

根据动态规划原理得到 HJB 方程

inf
(π,B)∈Π

sup
ϕ∈Φ

{
ℵπ,ϕV (t,x,π,B)+u(Bx,x)+

ϕ2

2Ψs

}
=0 (8)

2.2.1 Cobb-Douglas 效用下最优投资和福利调整策略

采用如下 Cobb-Douglas 效用函数度量财富与福利支出的效用

u(x,y)=
(xηy1−η)1−γ

1−γ
,

终端财富效用为

U(x)=
x1−γ

1−γ
,

其中: γ > 1 是养老金发起人的风险规避系数, 常数 η ∈ (0,1] 可以解释为反映养老金发起人对福利水平和当前

财富的权重参数.

定理 1 令 H(t,x) 是一个在 [0,T ]×R 上二次连续可微的函数, 并且满足边界条件 H(T,x) = U(x), 则有值

函数

V (t,x)= e−δtH(t,x).

如果 (π∗,B∗) 能够使方程 (8) 达到最大, 则 (π∗,B∗) 是鲁棒最优控制问题 (6) 的最优策略.

定理 2 鲁棒最优控制问题 (6) 的最优资产配置和福利调整策略分别为

π∗ =
(µ−r)r

σ2β(1−γ)+σ2γr
,

B∗ =
A(t)ηψ

A(T )+ηψ−1ψ
∫ T

t
A(s)ds

.

最坏情况测度的失真过程

ϕ∗ =−xHxπσβ

rH
.
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相应的最优价值函数为

V (t,x)= sup
(π,B)∈Π

J(t,x,π,B)= J(t,x,π∗,B∗).

证明 很容易得出 HJB 方程形式

inf
(π,B)∈Π

sup
ϕ∈Φ

{
Ht−δH +[r+C−B+π (µ+σϕ−r)]xHx +

1
2
x2π2σ2Hxx +u(Bx,x)+

rHϕ2

2β

}
=0 (9)

对 ϕ 求导

xHxπσ+
rHϕ

β
=0,

得

ϕ∗ =−xHxπσβ

rH
,

代回有

Ht−δH +[r+C−B+π(µ−r)]xHx− π2x2σ2H2
xβ

2rH
+

1
2
π2σ2x2Hxx +u(Bx,x)= 0.

猜解

H(t,x)= f(t)
x1−γ

1−γ
, f(T )= 1,

则

Ht =
ft

1−γ
x1−γ , Hx = f(t)x−γ , Hxx =−γf(t)x−γ−1.

代入上式，有

ft

1−γ
x1−γ−δ

f(t)
1−γ

x1−γ +f(t) [r+C−B+π(µ−r)]x1−γ

− π2σ2βf(t)(1−γ)
2r

x1−γ− 1
2
π2σ2γf(t)x1−γ +

Bη(1−γ)

1−γ
x1−γ =0,

同除 x1−γ 得

ft

1−γ
−δ

f(t)
1−γ

+f(t) [r+C−B+π(µ−r)]− π2σ2βf(t)(1−γ)
2r

− 1
2
π2σ2γf(t)+

Bη(1−γ)

1−γ
=0,

对 π,B 分别求导推出

π∗ =
(µ−r)r

σ2β(1−γ)+σ2γr
,

B∗ =
f(t)

1
η(1−γ)−1

η
1

η(1−γ)−1
.

代入上式, 得

ft

1−γ
−δ

f(t)
1−γ

+f(t)
[
r+C− f(t)

1
η(1−γ)−1

η
1

η(1−γ)−1
+

(µ−r)2r
σ2β(1−γ)+σ2γr

− r(µ−r)2σ2β(1−γ)
2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2

− σ2r2(µ−r)2γ
2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2

]
+

1
1−γ

f(t)
η(1−γ)

η(1−γ)−1

η
η(1−γ)

η(1−γ)−1

=0,

同乘 (1−γ)f(t)
η(1−γ)

1−η(1−γ) 得

ftf(t)
η(1−γ)

1−η(1−γ) +f(t)
1

1−η(1−γ)

[
r(1−γ)+C(1−γ)−δ+

r (1−γ)(µ−r)2

σ2β(1−γ)+σ2γr

− σ2(µ−r)2βr(1−γ)2 +σ2r2(µ−r)2γ (1−γ)
2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2

]
− [1−η(1−γ)]η

η(1−γ)
1−η(1−γ) =0.
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令

h(t)= f(t)
1

1−η(1−γ) , ht =
1

1−η(1−γ)
ftf(t)

η(1−γ)
1−η(1−γ) ,

a= r(1−γ)−δ+
r(1−γ)(µ−r)2

σ2β(1−γ)+σ2γr
− σ2(µ−r)2βr(1−γ)2 +σ2r2(µ−r)2γ(1−γ)

2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2
,

则 {
ht +

a+(1−γ)C

1−η(1−γ)
h(t)+η

η(1−γ)
1−η(1−γ) =0,

h(T )= 1.

h(t)= e
a(T−t)

1−η(1−γ)+ 1−γ
1−η(1−γ)

∫ T
t C(s)ds +e

γ−1
1−η(1−γ)

∫ t
0 C(s)ds− at

1−η(1−γ) η
η(1−γ)

1−η(1−γ)

∫ T

t

e
as

1−η(1−γ)+ 1−γ
1−η(1−γ)

∫ s
0 C(w)dwds.

令

ψ̂ =
1

1−η(1−γ)
,

A(t)= exp
(

ψ̂at+ ψ̂(1−γ)
∫ t

0

C(s)ds

)
.

则

A(T )= exp
(

ψ̂aT + ψ̂(1−γ)
∫ T

0

C(s)ds

)
,

可以推出

h(t)= (A(t)+ηψ̂−1

∫ T

t

A(s)ds)/A(t) (10)

则

f(t)= [(A(T )+ηψ̂−1

∫ T

t

A(s)ds)/A(t)]
1
ψ̂ (11)

最优资产配置策略和最优给付额的具体表达式为

π∗ =
(µ−r)r

σ2β(1−γ)+σ2γr
,

B∗ =
f(t)−ψ̂

η−ψ̂
=

A(t)ηψ̂

A(T )+ηψ̂−1
∫ T

t
A(s)ds

.

可知, 最优资产配置 π∗ 与 t 时刻的工资过程无关, 为一固定常数, 而最优资产调整因子 f̃∗ 可由最优收益

给付额 B∗ 来表示

f̃∗ =
B∗X(t)
L(t)I(t)

(12)

2.2.2 递归效用最优投资和福利调整策略

假设 TBP 养老金的管理者有递归偏好, 给出连续时间下的递归效用

u1(c,v)= δθv(c1−φ((1−γ)v)−
1
θ −1),

其中: θ =(1−γ)/(1−φ), 1/φ 反映了未来消费对当前消费的替代程度.

定理 3 在递归效用下最优资产配置和退休收益调整策略分别为

π∗ =
(µ−r)r

σ2β(1−γ)+σ2γr
,

B∗ =
(δη)D(t)

D(T )+δ
∫ T

t
D(s)ds

.
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最坏情况测度的失真过程

ϕ∗ =−xVxπσβ

rV
.

相应的最优价值函数为

V (t,x)= sup
(π,B)∈Π

J(t,x,π,B)= J(t,x,π∗,B∗).

证明 得到 HJB 方程

inf
(π,B)∈Π

sup
ϕ∈Φ

{
ℵπ,ϕV π,B(t)+u1

(
Cπ,B(s),V π,B(s)

)
ds+

ϕ2

2Ψs

}
=0,

Cπ,B(t)= (B(t)X(t))η (X(t))1−η
.

inf
(π,B)∈Π

sup
ϕ∈Φ

{Vt +[r+C−B+π(µ−r+σϕ)]xVx +
1
2
π2σ2Vxxx2 +u1(Bηx,V )+

ϕ2V r

2β
=0}.

对 ϕ 求导

xVxπσ+
rV ϕ

β
=0,

得到

ϕ∗ =−xVxπσβ

rV
.

代回有

Vt +[r+C−B+π(µ−r)]xVx− x2π2σ2V 2
x β

2rV
+

1
2
π2σ2x2Vxx +u1(Bηx,V )= 0.

猜解

V (t,x)= ĝ(t)
x1−γ

1−γ
,

有

Vt =
ĝt

1−γ
x1−γ , Vx = ĝ(t)x−γ , Vxx =−γĝ(t)x−γ−1.

代入上式有

ĝt

1−γ
x1−γ + ĝ(t)x1−γ [r+C−B+π(µ−r)]

− π2σ2ĝ(t)(1−γ)β
2r

x1−γ− 1
2
π2σ2γĝ(t)x1−γ +

δθĝ(t)1− 1
θ Bη(1−φ)

1−γ
x1−γ− δθĝ(t)

1−γ
x1−γ =0.

两边同除 x1−γ 得

ĝt

1−γ
+ ĝ(t) [r+C−B+π(µ−r)]

− π2σ2ĝ(t)(1−γ)β
2r

− 1
2
π2σ2γĝ(t)+

δθĝ(t)1− 1
θ Bη(1−φ)

1−γ
− δθĝ(t)

1−γ
=0.

其中: θ =(1−γ)/(1−φ), k =1/(1−η(1−φ)).

对 π, B 求偏导可以推出

π∗ =
(µ−r)r

σ2β(1−γ)+σ2γr
,

B∗ =(δη)kĝ(t)−
k
θ .

代入上式, 得

ĝt

1−γ
+ ĝ(t)

[
r+C− δθ

1−γ
−(δη)kĝ(t)−

k
θ +

(µ−r)2r
σ2β(1−γ)+σ2γr

− σ2rβ(1−γ)(µ−r)2 +σ2γ(µ−r)2r2

2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2

+
δkηk−1θĝ(t)− k

θ

1−γ

]
=0.
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同乘以 (1−γ)ĝ(t) k
θ
−1 有

ĝtĝ(t)
k
θ
−1 + ĝ(t)

k
θ

[
r(1−γ)+C(1−γ)−δθ+

(µ−r)2r(1−γ)
σ2β(1−γ)+σ2γr

− σ2rβ(1−γ)2(µ−r)2 +σ2γ(µ−r)2r2(1−γ)
2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2

]
+

1−γ

k−1
(δη)k =0

(13)

令

ĥ(t)= ĝ(t)
k
θ , ĥt =

k

θ
ĝ(t)

k
θ
−1ĝt.

其中

r(1−γ)−δθ+
(µ−r)2r(1−γ)

σ2β(1−γ)+σ2γr
− σ2β(1−γ)2(µ−r)2r+(1−γ)σ2γ(µ−r)2r2

2(σ2β(1−γ)+σ2γr)2
= a+δ(1−θ),

b =
1−γ

k−1
(δη)k,

则上式变为 {
θ
k
ĥt +[a+δ(1−θ)+(1−γ)C] ĥ(t)+b =0,

ĥ(T )= (δη)k−1.

解得

ĥ(t)=e−
k
θ
[a+δ(1−θ)]t+k(φ−1)

∫ t
0 C(s)ds[(δη)k−1e

k
θ
[a+δ(1−θ)]T+k(1−φ)

∫ T
0 C(s)ds

+δkηk−1

∫ T

0

e
k
θ
[a+δ(1−θ)]s+k(1−φ)

∫ s
0 C(s)duds].

令

D(t)= exp
{

k

θ
[a+δ(1−θ)] t+k(1−φ)

∫ t

0

C(s)ds

}
,

ĥ(t)= (δη)k−1

(
D(T )+δ

∫ T

t

D(s)ds

)
/D(t),

ĝ(t)=
[
(δη)k−1

(
D(T )+δ

∫ T

t

D(s)ds

)
/D(t)

] θ
k

,

B∗ =(ηδ)kg(t)−
k
θ =

(δη)D(t)

D(T )+δ
∫ T

t
D(s)ds

.

3 数值分析

本节通过数值分析讨论最优策略对部分参数值变化的敏感性. 根据文献 [12] 的设定, 模型参数选取如下:

T = 50, c0 = 0.02, δ = 0.03, γ = 3, r = 0.01, µ = 0.06, σ = 0.16, β = 1.1, α = 0.02, x0 = 25, xr = 65, n0 = 0.1,

k0 =-0.005, A=0.000 022, B=2.7×10−6, θ =1.124, λ =0.25.

3.1 Cobb-Douglas 效用

图 1 显示了 Cobb-Douglas 效用下权重参数 η 对最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 的影响. 由图

1可以看出,当 η 增加时, 最优财富 X∗(t)和最优福利支付 B∗(t)X∗(t)均随之降低. 根据目标函数, 参数 η 度量

养老金发起人对福利支付政策的重视程度. η 值较大时, 意味着他们更倾向于通过降低最优财富来提高福利支

付, 以确保参与者能够获得更多的福利. 然而, 这也意味着较少的资金被用于其它方面, 如基金财富的增长或风

险管理. 因此,基金财富可能无法得到充分的增长,导致支付水平的下降. 另外,福利支付的权重越高,也意味着

养老金发起者对风险的容忍程度较低,他们更倾向于保守的投资策略,减少风险暴露,但可能牺牲了一定的回报

率. 这导致基金财富的增长受限, 进而影响支付水平的提高.
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图 1 Cobb-Douglas 效用下权重参数 η 对 X∗(t) (a) 和 B∗(t)X∗(t) (b) 的影响

图 2 显示了风险规避系数 γ 对最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 的影响. 由图 2 可以看出,

当 γ 增加时, 最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 均随之降低. 风险规避系数 γ 是一种衡量风险厌恶

程度的指标, 它会直接影响养老金发起者在权衡风险和回报时所做的决策. 较高的 γ 值表示养老金发起者更加

厌恶风险, 倾向于采取保守的投资策略, 以减少风险并确保相对稳定的财富增长. 这导致投资回报率降低, 从而

影响基金财富的增长和可用于福利支付的资金量.

图 2 Cobb-Douglas 效用下风险规避系数 γ 对 X∗(t) (a) 和 B∗(t)X∗(t) (b) 的影响

图 3 显示了 Cobb-Douglas 效用下长寿参数 λ 对最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 的影响. 由

图 3(a) 可以看出, 当 λ 增加时, 最优财富 X∗(t) 随之减少. λ 作为长寿参数, 度量的是死亡力随时间减小的趋

势. λ 越大, 表示死亡力越低, 意味着需要配置更多的资金去支付退休人员的福利, 也使得可用于投资的资金减

少, 从而导致财富水平的下降. 由图 3(b) 可以看出, 当 λ 增加时, 最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 也随之增加. 这是

因为 λ 越大, 死亡力越低, 领取养老金福利的人数越多, 从而增加了养老基金的福利支出. 因此, 在长寿趋势越

来越显著的情况下, 为应对长寿风险, 一方面, 需要制定有效的投资策略以获得更高的回报, 从而增加养老基金

的财富积累. 另一方面, 通过制定合理的福利发放政策和福利支付水平, 确保福利支出与基金财富的可持续增

长相匹配.

图 3 Cobb-Douglas 效用下长寿参数 λ 对 X∗(t) (a) 和 B∗(t)X∗(t) (b) 的影响
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3.2 递归效用

图 4 显示了递归效用下权重参数 η 对最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 的影响. 由图 4 可以看

出,随着 η 的增加, X∗(t)减少而 B∗(t)X∗(t)增加. 这是因为,当 η 增加时,对最优福利支付 B∗(t)X∗(t)的重视

程度增加, 因此计划预计会产生更稳定的福利支付.

图 4 递归效用下权重参数 η 对 X∗(t) (a) 和 B∗(t)X∗(t) (b) 的影响

图 5 显示了递归效用下风险规避系数 γ 对最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 的影响. 由图 5 可

以看出, 当 γ 增加时, 最优财富 X∗(t) 和最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 均随之降低. 这是由于风险规避系数 γ 的增

加会导致保守的投资和较低的福利支付.

图 5 递归效用下风险规避系数 γ 对 X∗(t) (a) 和 B∗(t)X∗(t) (b) 的影响

图 6显示了递归效用下长寿参数 λ对最优财富 X∗(t)和最优福利支付 B∗(t)X∗(t)的影响.与 Cobb-Douglas

效用下的结果相似, 当 λ 增大时, 最优财富 X∗(t) 减少，同时最优福利支付 B∗(t)X∗(t) 随之增加. 这是由于长

寿参数 λ 的增大使得领取退休福利的人数增加导致的.

图 6 递归效用下长寿参数 λ 对 X∗(t) (a) 和 B∗(t)X∗(t) (b) 的影响

4 结 论

本文首先基于 Cobb-Douglas 效用函数研究目标收益养老金计划的最优投资和福利调整问题. 以终端财富

和福利回报的效用最大为优化目标, 求解最优的投资策略和福利调整策略. 目标收益养老金计划旨在为退休人

员提供稳定和可持续的福利. 该计划的投资组合包括无风险债券和股票. 养老金管理者的回报和财富偏好使
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用 Cobb-Douglas 效用函数建模. 考虑养老金计划参与者的长寿趋势, 采用了带有时间参数的死亡力模型. 针

对金融市场模型不确定的特点, 采用鲁棒方法推导出最优的投资和收益调整策略.进一步采用 Epstein-Zin递归

效用函数扩展了分析范围, 拓展了传统的 Cobb-Douglas 框架. 对于这两种效用函数, 采用动态规划方法得到了

Hamilton-Jacobi-Bellman方程的解析解.通过数值分析,研究了不同因素对投资和福利调整策略的影响.结果显

示, 在目标收益养老金计划中, 基金发起人对福利支付以及对基金财富增长的关注程度对最优策略具有重要影

响. 养老金发起者在制定投资和福利调整策略时应综合考虑具体情况, 以平衡退休人员的福利需求和基金的可

持续性. 其次, 基金管理者的风险偏好也将对投资决策和福利调整策略产生影响. 风险偏好是指个体或机构对

风险的接受程度和倾向. 不同的基金管理者可能有不同的风险承受能力和投资倾向, 这将直接影响他们的投资

决策和对福利调整的态度.最后,长寿趋势使得养老金计划中的退休人数增加,需要配置更多的资金去支付退休

人员的福利,为避免缺口的出现,需要对资金进行有效的投资运营以增加收益,并对福利的派发策略进行有效的

调整. 综上所述, 养老金发起者在制定最优投资和福利调整策略时应综合考虑福利支付, 基金财富增长以及基

金管理者的风险偏好, 通过调整缴费和福利支付策略, 以实现退休人员的福利需求和基金的可持续性之间的良

好平衡, 确保养老金计划的稳定和可持续发展.
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