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摘 要：设 n 是正整数, q 是非零的复数, hn (q) 是 q-Heisenberg 代数. 首先通过计算拟交换关系间的所有合成给出

了 hn (q) 的极小 Gröbner-Shirshov 基, 并取关于此 Gröbner-Shirshov 基的不可约元素构造了 hn (q) 的 PBW 基, 然

后证明了 hn (q) 的一些结构性质.
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q-Heisenberg Algebra
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Abstract：Let n be a positive integer, q a non-zero complex number, and hn (q) a q-Heisenberg algebra. In this

paper, we first give the minimal Gröbner-Shirshov basis of hn (q) by calculating all the compositions between the

skew commutator relations, and construct the PBW basis of hn (q) by taking the irreducible elements about this

Gröbner-Shirshov basis. Then we prove some structural properties of hn (q).
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0 引 言

交换代数的 Gröbner 基理论是由 Buchberger[1] 引入的, 它为交换代数的约化问题提供了一个解决方案.

1978 年, Bergman[2] 通过证明 Diamond 引理发展了结合代数的 Gröbner 基理论, 其思想是 Buchberger 理论的

推广, 在结合代数理论的各种领域都有许多应用. 值得一提的是 Shirshov[3] 比 Buchberger 更早引入了李代数的

Gröbner 基理论. 因此, 有些学者把 Gröbner 基理论称为 Gröbner-Shirshov 基理论. 现在 Gröbner-Shirshov 基理

论已成为解决代数中约化问题、词问题、嵌入问题、PBW 定理、扩张问题等一系列问题的有力工具[4−5]. 此外

Gröbner-Shirshov 基理论在数学的其它分支和其它学科中也得到了广泛的应用[6].

Heisenberg 代数是一个幂零李代数, 有着深刻的物理背景. 近年来, 研究 Heisenberg 代数的结构和表示是

李代数理论方向关注的问题之一,许多学者对此有着广泛研究.例如,张海山[7]研究了 Heisenberg李代数的自同

构群, 姬广智[8]研究了 Heisenberg 李代数的 Rota-Baxter 算子, 周春莹[9]研究了 Heisenberg 李代数的拟自同构.

Heisenberg 代数也是一个可解李代数, 在研究有限维李代数中起着重要的作用.
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在本文中, 我们首先证明了 q-Heisenberg 代数的定义关系形成一个极小 Gröbner-Shirshov 基, 其确定了 q-

Heisenberg代数标准形式的 PBW基 B.这也表明了 q-Heisenberg代数是文献 [10]意义下的可解多项式代数,从

而 q-Heisenberg 代数的(双侧, 单侧)理想和模有算法的 Gröbner 基理论. 最后我们具体给出了以上主要结果的

几个应用.

1 预备知识

设 k 是一个域, X 是由一些字母组成的非空集合, 其指标集为正整数集, 〈X〉 是包含 1 的自由半群, k〈X〉
是域 F 上由 X 生成的自由结合代数. 为了确定每个元素 f ∈ k〈X〉 的首项 f̄ , 我们在 〈X〉 中选取一个序 “<”,

此序可以诱导出一个在自由结合代数 k〈X〉 上的序. 如果元素 f ∈ k〈X〉 的首项 f̄ 的系数为 1, 则我们称 f 为首

一元素. 如果 f 与 g 是 k〈X〉 的两个首一元素, 其首项分别为 f̄ 和 ḡ, 那么 f 与 g 的合成有如下定义:

(i) 如果存在 a,b∈ 〈X〉 使得 f̄a = bḡ = ω, 且 f̄ 的长度大于 b 的长度, 则我们称 f , g 有交叉合成, 其定义为

(f,g)ω = fa−bg;

(ii) 如果存在 a,b∈ 〈X〉 使得 f̄ = aḡb =ω, 则称 f , g 有包含合成, 其定义为 (f,g)ω = f−agb.

在上述定义的两种情况下均有 (f,g)ω <ω.

设 S 是 k〈X〉中的一些关系的集合(本文假设 S 由首一元素组成).用 (S)表示由 S 在 k〈X〉中生成的理想.

对任意的 f,g ∈ k〈X〉, ω ∈ 〈X〉, 我们在 k〈X〉 上定义关于子集 S 的同余关系

f ≡ g mod(S;ω)⇔ f−g =
∑

αiaisibi,

其中 αi ∈ k, ai, bi ∈ 〈X〉, si ∈ S, 且 aisibi < ω 对任意的 i 都成立. 如果对任意的 f , g 只要合成 (f,g)ω 有定义且

(f,g)ω ≡ 0 mod(S;ω), 则称 S 对合成封闭. 此时 f−g 对 S 平凡, 并记为 f−g≡ 0 mod(S;ω). 进而称 S 为 k〈X〉
的左理想 (S)的一个 Gröbner-Shirshov基,或 S 为 k〈X〉及商代数 k〈X〉/(S)的一个 Gröbner-Shirshov基.如果

S 中没有包含合成, 则 S 称为极小 Gröbner-Shirshov 基(见文献 [11]).

引理 1[2] 设 k 是一个域, A = k〈X|S〉= k〈X〉/Id(S), 定义 < 是 〈X〉 上的一个单项式序, 其中 Id(S) 是由 S

所生成的 k〈X〉 上的理想, 那么以下结论等价:

(1) S 是一个 Gröbner-Shirshov 基;

(2) 如果 f ∈ Id(S), 那么存在 s 使得 f = asb =ω, 其中 s∈S; a,b∈ 〈X〉;
(3) Irr(S)= {u∈ 〈X〉|u 6= asb, s∈S; a,b∈ 〈X〉} 是代数 A = k〈X|S〉 的一组基.

2 主要结果

2.1 q-Heisenberg 代数的 Gröbner-Shirshov 基

本节主要讨论了 q-Heisenberg 代数的 Gröbner-Shirshov 基.

定义 1[12] 设 n 是正整数, q 是非零的复数, hn (q) 是由 {xi,yi,zi | i=1, · · · ,n} 生成的代数, 并满足以下关

系:
xixj =xjxi,yiyj = yjyi,zjzi = zizj , 1≤ i< j≤n;

xizi = qzixi, 1≤ i≤n;

ziyi = qyizi, 1≤ i≤n;

xiyi = q−1yixi +zi, 1≤ i≤n;

xiyj = yjxi,xizj = zjxi,yizj = zjyi, i 6= j.

我们称 hn (q) 为 q-Heisenberg 代数.

设 W = {xi,yi,zi | i∈ I(n)}, K〈W 〉 表示由 W 生成的自由结合 K-代数, S 表示 hn (q) 在 K〈W 〉 中的定义关
系集合, 即 S 由以下拟交换关系构成

f1 =xixj−xjxi, 1≤ i< j≤n;

f2 = yiyj−yjyi, 1≤ i< j≤n;

f3 = zizj−zjzi, 1≤ i< j≤n;

f4 =xizi−qzixi, 1≤ i≤n;
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f5 = yizi−q−1ziyi, 1≤ i≤n;

f6 =xiyi−q−1yixi−zi, 1≤ i≤n;

f7 =xiyj−yjxi, i 6= j;

f8 =xizj−zjxi, i 6= j;

f9 = yizj−zjyi, i 6= j.

在 W 上定义一个单项式序:

xj <xi⇐⇒,1≤ i< j≤n;

yj <yi⇐⇒,1≤ i< j≤n;

zj <zi⇐⇒,1≤ i< j≤n;

zk <yj <xi 对任意 i, j,k, 且 1≤ i, j,k≤n.

下面我们证明 S 是 K〈W 〉 上关于某一单项式序的 Gröbner-Shirshov 基.

定理 1 令 J = (S) 是由 S 生成的 q-Heisenberg 代数的理想. 关于上述单项式序, 集合 S 是理想 J 的

Gröbner-Shirshov 基, 即 q-Heisenberg 代数的定义关系形成理想 J 的 Gröbner-Shirshov 基.

证明 由于所有合成的计算是类似的, 本文具体给出 4 个 S 中元素确定的合成过程.

(1) f1 =xixj−xjxi,f1 =xjxk−xkxj ,ω =xixjxk,1≤ i< j <k≤n.

(f1,f1)w = f1xk−xif1

=xixjxk−xjxixk−xixjxk +xixkxj

=−xjxixk +xixkxj

≡−xjxkxi +xkxixj

≡−xkxjxi +xkxjxi

≡ 0 mod(S,ω).

(2) f2 = yiyj−yjyi,f9 = yjzi−ziyj ,ω = yiyjzi,1≤ i< j≤n.

(f2,f9)w = f2zi−yif9

= yiyjzi−yjyizi−yiyjzi +yiziyj

=−yjyizi +yiziyj

≡−q−1yjziyi +q−1ziyiyj

≡−q−1ziyjyi +q−1ziyjyi

≡ 0 mod(S,ω).

(3) f4 =xizi−qzixi,f3 = zizj−zjzi,ω =xizizj ,1≤ i< j≤n.

(f4,f3)w = f4zj−xif3

=xizizj−qzixizj−xizizj +xizjzi

=−qzixizj +xizjzi

≡−qzizjxi +zjxizi

≡−qzjzixi +qzjzixi

≡ 0 mod(S,ω).
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(4) f7 =xiyj−yjxi,f5 = yjzj−q−1zjyj ,ω =xiyjzj ,1≤ i< j≤n.

(f7,f5)w = f7zj−xif5

=xiyjzj−yjxizj−xiyjzj +q−1xizjyj

=−yjxizj +q−1xizjyj

≡−yjzjxi +q−1zjxiyj

≡−q−1zjyjxi +q−1zjyjxi

≡ 0 mod(S,ω).

根据定义关系, 我们可以计算 19 个合成, 且这些合成都是平凡的, 定理得证.

由定理 1 和引理 1, 我们可以得到推论 1.

推论 1 q-Heisenberg 代数 hn (q)∼=K〈W 〉/J 的一组线性基或者 PBW 基为

B= {ztn
n · · ·zt2

2 zt1
1 yln

n · · ·yl2
2 yl1

1 xkn
n · · ·xk2

2 xk1
1 | ki, li, ti ∈N, i∈ I(n)}.

证明 根据 W 上的单项式序, 我们有

zn < · · ·<z2 <z1 <yn < · · ·<y2 <y1 <xn < · · ·<x2 <x1.

而理想 J =(S) 的 Gröbner-Shirshov 基 S 包含以下首项的组合

xixj ,yiyj ,zizj , 1≤ i< j≤n;

xizi, 1≤ i≤n;

yizi, 1≤ i≤n;

xiyi, 1≤ i≤n;

xiyj ,xizj ,yizj , i 6= j.

根据经典的 Gröbner-Shirshov 基理论, W (mod S) 的正规集如下:

B= {ztn
n · · ·zt2

2 zt1
1 yln

n · · ·yl2
2 yl1

1 xkn
n · · ·xk2

2 xk1
1 | ki, li, ti ∈N, i∈ I(n)}.

2.2 q-Heisenberg 代数的结构性质

我们从文献 [12-13] 开始回顾以下定义和符号.

设有限生成的 K-代数 A =K [a1, · · · ,an] 具有 PBW 基

B= {aα = aαn
n · · ·aα1

1 |α =(αn, · · · ,α1)∈Nn}

且 < 是 B 上的全序, 则每个非零元素 f ∈A 都有唯一表达式

f =λmaα(m) + · · ·+λ2a
α(2) +λ1a

α(1)

使得 aα(m) < · · ·<aα(2) <aα(1), 其中 λj ∈K∗, aα(j) = a
αmj
m · · ·aα2j

2 a
α1j

1 ∈B, 1≤ j≤m≤n. 由于 B 的元素通常被称
为单项式,如果 f 6=0,则 f 的首项单项式被定义为 LM(f)= aα(1), f 的首项系数被定义为 LC(f)= λ1, f 的首项

被定义为 LT(f)= λ1a
α(1).

定义 2 设 K-代数 A =K [a1, · · · ,an] 具有 PBW 基 B. 如果 < 是 B 上的全序, 且满足以下三个条件:

(1) < 是良序(即 B 的每个非空子集都有一个极小元素);

(2) 对于 aγ ,aα,aβ,aη ∈ B, 如果 aγ 6= 1, aβ 6= aγ , 且 aγ = LM(aαaβaη), 则 aγ < aβ (从而 1 < aγ 对所有的

aγ 6=0);
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(3) 对 aγ ,aα,aβ,aη ∈B, 若 aα <aβ, LM(aγaαaη) 6=0, 且 LM(aγaβaη) /∈{0,1}, 则

LM
(
aγaβaη

)
<LM(aγaαaη) ,

那么我们称 < 是 B 上的单项式序.

定义 3 有限生成 K-代数 A =K [a1, · · · ,an] 称为可解多项式代数, 如果 A 具有 PBW 基

B= {aα = aαn
n · · ·aα1

1 |α =(αn, · · · ,α1)∈Nn}

和 B 上的一个单项式序 <, 使得对于某个 λij ∈K∗ 且 fij ∈A 有

aiaj =λijajai +fij , 1≤ i< j≤n,

如果 fij 6=0, 则 LM(fij) <ajai.

定理 2 设 hn (q) 是域 K 上的 q-Heisenberg 代数. 则 hn (q) 是定义 3 意义下的可解多项式代数.

证明 设 W = {xi,yi,zi | i∈ I(n)}, I(n) = {i | i = 1,2, · · · ,n}, 且 R1,R2, · · · ,R9, 表示 A 的 3n 个生成元所满

足的关系, 即
R1 :xixj−xjxi,

R2 : yiyj−yjyi,

R3 : zizj−zjzi,

R4 :xizi−qzixi,

R5 : ziyi−qyizi,

R6 :xiyi−q−1yixi−zi,

R7 :xiyj−yjxi,

R8 :xizj−zjxi,

R9 : yizj−zjyi.

根据推论 1, q-Heisenberg 代数 hn (q) 具有 PBW 基

B= {ztn
n · · ·zt2

2 zt1
1 yln

n · · ·yl2
2 yl1

1 xkn
n · · ·xk2

2 xk1
1 | ki, li, ti ∈N, i∈ I(n)}.

关于 B 上的单项式序 <, 我们有

zn < · · ·<z2 <z1 <yn < · · ·<y2 <y1 <xn < · · ·<x2 <x1.

对于此序, hn (q) 的生成元所满足的关系 R1,R2, · · · ,R9 具有定义 3 所要求的性质. 故 hn (q) 是可解多项式代数.

命题 1[14] 设 K〈X〉=K 〈X1,X2, · · · ,Xn〉 是由生成元集合 X = {X1,X2, · · · ,Xn} 生成的自由 K-代数, < 是

K〈X〉 上的单项式序. 假设 G 是理想 I = 〈G〉 关于 < 的 Gröbner-Shirshov 基, 使得首项单项式集合由下式给出

LM(G)= {XjXi | 1≤ i< j≤n}

或

LM(G)= {XiXj | 1≤ i< j≤n}.

那么对代数 A =K〈X〉/I, 由文献 [15], 可知以下结论成立:

(i) Gelfand-Kirillov 维数 dimensionGK.dimA =n;

(ii) 如果 G 由关于 K〈X〉 的某个 N 阶的齐次元素组成, 那么全局同调维数 GL.dimA = n. 如果 G 不由齐
次元素组成, 那么 GL.dimA≤n;

(iii) 如果 G 由关于 K〈X〉 的 N -阶的二次齐次元素组成, 其中每个 Xi(1≤ i≤ n) 被赋予次数 1, 那么 A 是

一个齐次的二次 Koszul 代数. 否则, A 不是一个齐次的二次 Koszul 代数.
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根据命题 1, 我们得到定理 3.

定理 3 q-Heisenberg 代数 hn (q) 具有以下结构性质:

(i) Gelfand-Kirillov 维数 GK.dimhn (q)= 3n;

(ii) 全局同调维数 GL.dimhn (q)≤ 3n;

(iii) hn (q) 不是一个齐次的二次 Koszul 代数.

证明 集合 W 关于单项式序 < 有

zn < · · ·<z2 <z1 <yn < · · ·<y2 <y1 <xn < · · ·<x2 <x1.

因此, 理想 J =(S) 的 Gröbner-Shirshov 基 S 的所有首项字母如下建立:

xixj ⇐⇒xj <xi,1≤ i< j≤n,

xiyi⇐⇒ yi <xi,1≤ i≤n,

xizi⇐⇒ zi <xi,1≤ i≤n,

yizi⇐⇒ zi <yi,1≤ i< j≤n,

xiyj ⇐⇒ yj <xi,1≤ i< j≤n,

xizj ⇐⇒ zj <xi,1≤ i< j≤n,

yizj ⇐⇒ zj <yi,1≤ i< j≤n.

这意味着 hn (q) 满足命题 1 的条件, 由定理 1 和命题 1 可证明 (i).

注意 hn (q)是一个由非齐次 Gröbner基定义的 N -分次代数.由命题 1 (ii)和 (iii)我们可以证明 (ii)和 (iii).

此外, 由定理 2 我们已经知道 q-Heisenberg 代数 hn (q)∼=K〈W 〉/J 是可解多项式代数. 因此, 可解多项式代

数 A的每一个理想和自由(左) A-模的每一个子模关于给定的单项式序有一个有限的 Gröbner基.特别的,对于

自由(左)模的单侧理想和子模, 存在非交换 Buchberger 算法, 该算法如今已在计算机代数系统 Plural 中成功实

现[16]. 在这一点上, 我们给予定理 1 对 hn (q) 及其模的几个应用. 在下文中, hn (q) 上的模指左 hn (q) 模.

定理 4 对于 q-Heisenberg 代数 hn (q) 有以下结论成立:

(i) hn (q) 是 Noetherian 整环;

(ii)设 M 是有限生成的 hn (q)模,那么可以构造 M 的一个有限自由分解,并且 M 的投射维数可以具体计

算出来;

(iii)设 M 是一个有限生成的分次 hn (q)-模(注意 hn (q)是一个 N -分次代数,其中每个生成元的度为 1),那

么可以构造 M 的最小有限分次自由分解.

证明 (i) hn (q)没有零因子,因为 LM(fg)= LM(LM(f)LM(g)) 6=0,对于所有非零的 f,g ∈hn (q),又因为每

个非零的单侧理想有有限的 Gröbner 基, 可以得到 hn (q) 是 Noetherian 整环.

(ii) 由文献 [17] 中定理 3.2.2 可得, 一个可解多项式代数在其单项式序下, 每一个有限生成 A-模 M 都有有

限自由分解, 且由算法可具体计算出 M 的投射维数.

(iii) 由文献 [17] 可以得到, 一个有限生成的分次 A-模都可由多个 K-子空间 Mq 构成, 由此我们可以构造

M 的最小有限分次自由分解.

参考文献：

[1] BUCHBERGER B．An algorithm for finding a basis for the residue class ring of a zero-dimensional ideal[D]．Austria：University

of Innsbruck，1965．

[2] BERGMAN G M．The diamond lemma for ring theory[J]．Advances in Mathematics，1978，29(2)：178-218．

[3] SHIRSHOV A I．Some algorithmic problems for Lie algebras[M]//BOKUT L，SHESTAKOV I，LATYSHEV V，et al．Selected

works of Shirshov AI，Basel：Birkhäuser Basel，2009：125-130．
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