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求解偏微分方程的时间滤波器方法∗
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摘 要：偏微分方程在计算流体力学领域有着广泛的应用, 但大多数的偏微分方程无法直接解得显式解, 所以建立一种

能高效求解的数值方法是至关重要的. 对于数值计算方法来说, 精度和有效性是一个算法的核心. 时间滤波算法是一种

基于复杂系统原始计算代码的数值后处理算法. 该方法是在原始数值格式的基础上添加一个简单的时间滤波器来提高

时间精度, 而不额外增加计算复杂度, 因而该方法在流体问题数值求解中得到了广泛运用. 梳理了一些基于时间滤波器

的数值方法以及时间滤波器在几种方程中的应用. 最后, 基于时间滤波器, 针对Navier-Stokes方程, 提出变时间滤波器.
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Time Filter Method for Solving Partial Differential Equations

ZHANG Yalan, HUANG Pengzhan

(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：Partial differential equations have a wide range of applications in many areas of computational fluid

dynamics. However, most of these equations cannot be solved directly. Hence it is crucial to establish numerical

methods that can solve them efficiently. For numerical methods, accuracy and effectiveness are the core of an

algorithm. The filtering algorithm is a numerical post-processing algorithm based on the original computational

code of a complex system. The method is based on adding a simple time filter to the original numerical scheme to

improve the time accuracy without additional computational complexity, and is widely used in fluid problems. In

this paper, we describe the time filters, some numerical methods based on time filter, and the application of time

filters to several equations. Moreover, we design the time variable filter to the Navier-Stokes equations.

Key words：partial differential equations; time accuracy; time filter; finite element method

0 引 言

几十年来, 时间滤波器作为提高精度和控制离散化技术引入非物理模式影响的计算工具一直被探索. 滤波

器最早是由 Robert 在 1966 年提出的一种频率滤波器[1], 最初应用于使用气象模型进行天气预报的蛙跳格式.

Robert后来在数值天气预报的国际会议上介绍了这种滤波器的半隐式时间积分算法[2]. 1972年, Asselin通过分

析发现该滤波器消除了蛙跳格式中所产生的数值振荡, 并阻尼了高频波[3], 被称为 Robert-Asselin (RA) 滤波器,

这是第一个时间滤波器. 为了提高这种滤波蛙跳格式的振幅精度, Williams 等利用高阶时间导数近似法对滤波

器的振幅精度进行了多次改进[4−6], 最终形成了所谓的 RAW 滤波器. 最近的其它研究中, Li 和 Trenchea 推导

出了高阶 RA (hoRA)时间滤波器,提高了蛙跳格式的稳定性和精度[7]. Guzel和 Trenchea证明了当 hoRA格式

与 Williams 步骤相结合时, 精度和稳定性都得到进一步提高[8].
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早期对滤波格式的分析主要集中在常微分方程的处理上, 时间滤波器在偏微分方程离散化中的应用目前

仍在探索中, 我们可以找到一些早期的相关工作[9−11]. 近年来, 时间滤波器应用于流体方程来控制非物理振

荡[12−13]. 2018 年, Guzel 等通过在完全隐式或向后欧拉方法中添加简单的时间滤波器, 提高了时间精度[14]. 这

种方法是模块化的, 只需要添加几行额外的代码. 关于误差估计和变时间步长算法是容易实现的, 同时作者在

带有曲率减少时间滤波器的向后欧拉方法中引入了等价的两步二阶 A稳定的线性方法. 研究指出,时间滤波器

是一种能够提高时间精度的工具. 紧接着, 基于 Guzel 等的工作, 许多计算流体动力学模型[15−21]采用了时间滤

波器来提高时间精度,包括 Stokes/Darcy模型、Magnetohydrodynamics模型、Navier-Stokes (NS)模型、地热模

型、双扩散自然对流模型、线性双曲模型和 NS/NS 耦合模型等. 另外, 研究者们将常数时间步扩展到变时间步

长中, 获得了变时间步长滤波器, 从而在时间滤波器基础上提出了变时间步长的自适应算法[22−25].

1 几种时间滤波器

本节中, 介绍了几种常见的时间滤波器, 包括 RA 滤波器、RAW 滤波器和高阶的 RA 滤波器. 通过以下方

程, 我们来阐述这几类滤波器的构造和发展.

首先, Asselin 根据如下方程分析了频率滤波器[3], 得到了第一个时间滤波器 (RA 滤波器). 所考虑方程为

u(t)= eiωt,

其中: ω 为角频率, i=
√−1. 滤波函数为

u(t)= u(t)+0.5τ [u(t−1)−2u(t)+u(t+1)],

其中: τ 是滤波器参数,令 u(t)= Xu(t), X =
(
(2−τ)2+2τ 2(1−cosω)eiω

)
/
(
(2−τ)2+4τ(1−cosω)

)
=R(τ,ω)eiδ(τ,ω),

R 为振幅响应, δ 为相移. 进而对具有蛙跳、隐式和半隐式的滤波器进行了线性分析.

其次, 根据下面的复振荡方程[7,26]得到 RA, RAW 和 hoRA 时间滤波器

du

dt
= iωu (1)

其中: ω 是一个实常数, i =
√−1. 取定时间步长 ∆t, 则在时间 tn = n∆t 处的精确解 u 表示为 u(tn), u(tn) 的近

似解表示为 un. 方程 (1) 的 RAW 滤波蛙跳 (LF) 格式为

un+1 = ˜̃un−1 +2iω∆tũn, (LF)

˜̃un = ũn +
τα

2
(˜̃un−1−2ũn +un+1), (RA)

ũn+1 =un+1 +
τ(α−1)

2
(˜̃un−1−2ũn +un+1). (W)

其中: 无量纲参数 τ 通常为 O(0.01∼ 0.2), 参数 α 通常在 0.5 左右. 这里的 u、ũ 和 ˜̃u 分别表示未滤波、一次

滤波和两次滤波的值. 当 α = 1 时, W 步骤退出, LF-RAW 恢复到 LF-RA. 当 τ = 0 时, 恢复到 LF. 方程 (1) 的

hoRA 时间滤波器的蛙跳格式为

ũn+1 =un−1 +2iω∆tũn, (LF)

un = ũn +
τ

2
(ũn+1−2ũn +un−1)− τ

2
(ũn−2un−1 +un−2). (hoRA)

其中: 无量纲参数 τ 在区间 (0,1) 内. 这里的 ũ 和 u 分别表示未滤波和一次滤波的值. 在良好的时间分辨率限

制下, 即 ω∆t¿ 1, LF-hoRA 格式为振幅和相位速度提供了 4 阶的精度.

随后, Layton 等将时间滤波器应用在 Crank-Nicolson-Leapfrog 格式中, 并进行了稳定性分析[27−28]. 给定

N ×N 的矩阵 A 和 Λ, 考虑下面的系统, 对于任意的 u : [0,∞)→RN





du

dt
+Au =Λu, u(0)= u0,

A+AT ≥ 0, Λ=−ΛT .
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当 A+AT = 0 时, A = −AT , 这个系统是完全守恒的: |u(t)| = |u(0)|. 当 A+AT > 0 时, 该系统是耗散的, 即

当 t→∞ 时, |u(t)| → 0. 采用 RAW 滤波器[4,5,29]的 CNLF 方法如下. 给定时间步长 ∆t 和起始值 u0, v1, 存在

un, wn+1, vn+1 满足

un+1− ˜̃un−1

2∆t
=−A

un+1 + ˜̃un−1

2
+Λũn, (CNLF)

˜̃un = ũn +
τα

2
(un+1−2ũn + ˜̃un−1), (RA)

ũn+1 =un+1 +
τ(α−1)

2
(un+1−2ũn + ˜̃un−1). (W)

其中: τ ∈ [0,1] 是 RA 滤波器的参数, 通常为 O(0.01∼ 0.2), α 是 Williams 滤波器参数, 大约为 0.5. 如果 α = 1,

则 W 步骤退出, 该方法简化为使用 RA 滤波器的 CNLF 方法. 如果 τ = 0, 则恢复未滤波的 CNLF 格式. 未经

滤波的 CNLF 方法在时间步长条件下 ∆t‖Λ‖< 1 是稳定的. 当 α =1 时, 得到的 RA 滤波器的 CNLF 方法在时

间步长条件下 ∆t‖Λ‖≤ 1−(τ/2) 是稳定的, τ ∈ (0,1]. 具有 RAW 滤波器的蛙跳格式是稳定的, 当且仅当时间步

长条件满足

∆t‖Λ‖≤√2α−1

√
2−τ

α2(2+τ−2ατ)

(
1− τ

2
(2α−1)

)
,

其中: τ ∈ (0,1], α∈ [(1/2),1].

2 一些基于时间滤波器的数值方法

这一节中, 我们介绍了时间滤波器在通常数值方法的基础上, 得到的一些数值方法. 包括基于隐式欧拉方

法、能量-动量-角动量守恒 (EMAC) 公式、半隐式 DLN 方法、变时间步长变阶的加罚方法等. 考虑速度场和压

力空间

X : = {v ∈L2(Ω)d : ∇v ∈L2(Ω)d×d, v =0 在 ∂Ω 上},

Q : = {q ∈L2(Ω) :
∫

Ω

qdx =0}.

其中: Lp(Ω), 1≤ p≤∞ 表示勒贝格空间, d 为维数, Hk(Ω) 为 Sobolev 空间. 对于空间离散化, 用 Xh ⊂X 和

Qh⊂Q 表示速度和压力的有限元空间. 假设空间 (Xh,Qh) 满足有限元近似稳定性所要求的离散 inf-sup 条件.

2.1 向后欧拉的时间滤波器方法

2018 年, Guzel 等在向后欧拉方法中添加了一个简单的时间滤波器[14]. 考虑初值问题

u′(t)= f(t,u(t)), t > 0, u(0)= u0 (2)

用 ∆tn 表示第 n 个时间步长. 设 tn+1 = tn +∆tn, ωn = ∆tn/∆tn−1, τ 为算法参数, un 为 u(tn) 的近似值. 通过

标准的向后欧拉 (完全隐式) 方法离散, 然后用一个简单的时间滤波器 (常数时间步) 得到

步骤 1 : ũn+1−un

∆t
= f(tn+1, ũ

n+1),

步骤 2 : un+1 = ũn+1− τ
2
{ũn+1−2un +un−1}.

其中: ũn+1 和 un+1 分别表示未滤波值和滤波值. 上述格式对于 −2≤ τ < 2 是 0 稳定的; 对于 2/3≤ τ ≤ 2/3 是

A 稳定的.

由于向后欧拉是一步方法, 将它扩展成变时间步长格式是明确的. 因此, 实现该方法的关键是将第二步

的时间滤波器扩展到变时间步长. 扩展之前首先要定义离散曲率. 设 tn−1, tn, tn+1 的标准拉格朗日基函数为

`n−1(t), `n(t), `n+1(t), 经过点 (tn−1,u
n−1), (tn,un) 和 (tn+1,u

n+1) 的二次插值多项式 φ 是

φ(t)= un+1`n+1(t)+un`n(t)+un−1`n−1(t).

定义在 (tn−1,u
n−1), (tn,un), (tn+1,u

n+1) 的离散曲率为

κ =∆tn−1∆tnφ′′ =
2

1+ωn

un+1−2un +
2ωn

1+ωn

un−1.
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从而第二步扩展到变时间步长格式为

un+1 = ũn+1− τ

2

{
2

1+ωn

ũn+1−2un +
2ωn

1+ωn

un−1

}
.

因此, 可以得到原初值问题的变时间步长的时间滤波器格式

步骤 1′ : ũn+1−un

∆tn
= f(tn+1, ũ

n+1),

步骤 2′ : un+1 = ũn+1− τ
2

{
2

1+ωn
ũn+1−2un + 2ωn

1+ωn
un−1

}
.

2.2 向后欧拉 Adams-Bashforth 算法的时间滤波器方法

文献 [22]中, Decaria等使用时间滤波器,将变时间步长的二阶格式嵌入到与 Adams-Bashforth结合的向后

欧拉变时间步长格式算法中.




ut +u ·∇u−ν∆u+∇p =f(x, t), Ω×(0,T ]

∇·u =0, Ω×(0,T ]

u =0, ∂Ω×(0,T ]

u(x,0)= u0(x), Ω

(3)

其中: Ω⊂Rd, d =2,3, 表示边界为 ∂Ω 的一个规则开域, (0,T ] 表示时间区间. u(x, t) 和 p(x, t) 分别是流体的速

度和压力, ν, f , u0 分别为流体黏性系数、外力和初速度.

给定 un
h 和 un−1

h , 存在 (ũn+1
h ,pn+1

h ) 满足

(
ũn+1

h −un
h

∆tn

,vh

)
+ν(∇ũn+1

h ,∇vh)+b(En+1(uh),En+1(uh),vh)−(pn+1
h ,∇·vh)= (fn+1,vh), ∀ vh ∈ Xh,

(∇· ũn+1
h , qh)= 0, ∀ qh ∈ Qh,

然后, 通过下式计算 un+1
h ,

un+1
h = ũn+1

h − ωn

2ωn +1
(ũn+1

h −En+1(uh)).

其中: ωn = ∆tn/∆tn−1, b(u,v,w) := 0.5(u ·∇v,w)−0.5(u ·∇w,v),∀ u,v,w ∈X 是反对称三线性形式. un+1
h 的

二阶外推为 En+1(uh) := (1+ωn)un
h−ωnun−1

h .

2.3 EMAC 公式下 NS 方程模块化的时间滤波器方法

对于 NS 方程 (3), 下面的等式为 EMAC 公式的核心思想[30]

(u ·∇)u =2D(u)u− 1
2
∇|u|2,

对于足够光滑的速度场 u, 用 D(u)= (∇u+(∇u)T )/2表示 ∇u的对称部分, 即速度变形张量. EMAC公式的三

线性形式定义为

c(u,v,w)= 2(D(u)v,w)+((∇·u)v,w), ∀ u,v,w∈X.

给定 u0 的节点插值为 u0
h 和 u−1

h . 然后对于任意 N−1≥n≥ 0, 通过以下步骤求解 (un+1
h ,P n+1

h )∈ (Xh,Qh).

步骤 1: 通过下式计算 (ũn+1
h ,P n+1

h )∈ (Xh,Qh),

(
ũn+1

h −un
h

∆t
,vh

)
+ν(∇ũn+1

h ,∇vh)+c(ũn+1
h , ũn+1

h ,vh)−(P n+1
h ,∇·vh)= (fn+1,vh), ∀ vh ∈ Xh,

(∇· ũn+1
h , qh)= 0, ∀ qh ∈ Qh.

步骤 2: 通过下式计算 un+1
h ,

un+1
h = ũn+1

h − 1
3
(ũn+1

h −2un
h +un−1

h ).
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2.4 变时间步长变阶加罚方法的时间滤波器方法

在不可压缩性条件中添加惩罚项对连续性方程进行扰动[24], 并对 NS 方程 (3) 中的非线性项进行显式地反

对称化, 得到加罚 NS 方程

ut−ν∆u+u ·∇u+
1
2
(∇·u)u+∇p =f ,

∇·u+εp =0.

第二式化简得 p =−(1/ε)∇·u, 其中 0 <ε¿ 1. 将其带入第一个式子中, 得到关于 u 的方程

uε,t−ν∆uε +uε ·∇uε +
1
2
(∇·uε)uε−∇(

1
ε
∇·uε)= f .

考虑上面方程的变时间步长的向后欧拉离散格式. 设 ∆tn 为第 n+1 个时间步长, εn 为第 n+1 个时间步长

的参数 ε, t0 =0, tn+1 = tn +∆tn, 则有

un+1−un

∆tn

+u∗ ·∇un+1 +
1
2
(∇·u∗)un+1−ν∆un+1−∇(

1
εn+1

∇·un+1)= fn+1,

其中: u∗ =(1+(∆tn/∆tn−1))un−(∆tn/∆tn−1)un−1 表示 u 在 tn+1 时的标准 (二阶) 线性外推.

给定 α = 2, un, un−1, εn+1, εn 和 ε 的容许误差 TOL = 10−6, 其下界为 minTOL = TOL/10. ε 的下界

为 εmin = 10−8, 上界为 εmax = 10−5. 时间步长的容许误差 tTOL = 10−5, 其下界为 min tTOL = tTOL/10. 计算

ωn =∆tn/∆tn−1 和

α1 =
ωn(1+ωn)

1+2ωn

, α2 =
ωn(ωn+1ωn +ωn +1)(4ω3

n+1 +5ω2
n+1 +ωn+1)

3(ωnω2
n+1 +4ωnωn+1 +2ωn+1 +ωn +1)

.

设 u∗ =(1+ωn)un−ωnun−1, 用下式求解 ũn+1,

ũn+1−un

∆tn

+u∗ ·∇ũn+1 +
1
2
(∇·u∗)ũn+1−∇(

1
εn+1

∇· ũn+1)−ν∆ũn+1 =fn+1.

计算时间步长和 ε 以及 D2 的估计量, 并应用时间滤波器得

D2(n+1)=
2∆tn−1

∆tn−1 +∆tn

ũn+1−2un +
2∆tn

∆tn−1 +∆tn

un−1, un+1 = ũn+1− α1

2
D2(n+1),

ESTe(n+1)=
‖∇·un+1‖
‖∇un+1‖ , tEST1(n+1)=

α1

2
‖D2(n+1)‖,

tEST2(n+1)=
α2

6

∥∥∥∥
3∆tn−2

∆tn +∆tn−1 +∆tn−2

D2(n+1)− 3∆tn

∆tn +∆tn−1 +∆tn−2

D2(n)
∥∥∥∥ .

调整 ε 和时间步长的策略: 如果 ESTe(n+1)>TOL 或者 min{tEST1(n+1), tEST2(n+1)}>tTOL, 则有

εn+1←max{(1−α∆tn)εn+1,0.5εn+1, εmin}; STEP1= max

{
0.9∆tn−1

(
tTOL

tEST1(n+1)

) 1
2

,0.5∆tn

}
;

STEP2= max

{
0.9∆tn−1

(
tTOL

tEST2(n+1)

) 1
3

,0.5∆tn

}
; ∆tn←max{STEP1,STEP2};

重复上面步骤.

如果 ESTe(n+1)<minTOL 或者 min{tEST1(n+1), tEST2(n+1)}<min tTOL, 则有

εn+2←min{2εn+1, εmax}; STEP1←max

{
min

{
0.9∆tn

(
tTOL

tEST1(n+1)

) 1
2

,2∆tn

}
,0.5∆tn

}
;

STEP2←max

{
min

{
0.9∆tn

(
tTOL

tEST2(n+1)

) 1
3

,2∆tn

}
,0.5∆tn

}
; ∆tn+1←max{STEP1,STEP2};

继续以上步骤.
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2.5 重构 DLN 的变时间步长自适应算法时间滤波器方法

Layton等提出了 DLN 的变步长重构是无条件稳定方法[31]. 下面考虑一个初值问题 (2) 的全隐式欧拉方法

unew−uold

tnew− told
= f(tnew,unew). (BE)

在 {tn}n≥0 时刻, 时间步长 ∆tn = tn+1− tn, 令 εn = (∆tn−∆tn−1)/(∆tn +∆tn−1)∈ (−1,1), δ ∈ [0,1] 为任意参数.

“单支 (one-leg)”一词是 Dahlquist 在 1975 年创造的, 用来命名每一步只涉及一个 f 值的多步方法. 作为一种

单支的变时间步长 DLN 方法为

α2u
n+1 +α1u

n +α0u
n−1

∆̂tn

= f
(
β(n)

2 tn+1 +β(n)
1 tn +β(n)

0 tn−1,β
(n)
2 un+1 +β(n)

1 un +β(n)
0 un−1

)
, (DLN)

其系数为 


α2

α1

α0


=




1
2
(δ+1)

−δ
1
2
(δ−1)


 ,




β(n)
2

β(n)
1

β(n)
0


=




1
4

(
1+ 1−δ2

(1+εnδ)2
+ε2

n
δ(1−δ2)

(1+εnδ)2
+δ

)

1
2

(
1− 1−δ2

(1+εnδ)2

)

1
4

(
1+ 1−δ2

(1+εnδ)2
−ε2

n
δ(1−δ2)

(1+εnδ)2
−δ

)


 .

{αi}2
i=0 与时间步长无关, 而 {β(n)

i }2
i=0 与时间步长有关. 定义平均时间步长

∆̂tn =α2∆tn−α0∆tn−1 = δ
∆tn−∆tn−1

2
+

∆tn +∆tn−1

2
.

当 δ =1 时, DLN 方法就变成了隐式中点方法

un+1−un

∆tn

= f

(
1
2
(tn+1 + tn),

1
2
(un+1 +un)

)
, (单步中点法)

而当 δ =0 时, DLN 方法是双时间步长的隐式中点方法

un+1−un−1

∆tn +∆tn−1

= f

(
1
2
(tn+1 + tn−1),

1
2
(un+1 +un−1)

)
. (两步中点法)

重构 DLN 方法的关键是定义重构系数

a(n)
1 =β(n)

1 − α1β
(n)
2

α2

, a(n)
0 =1−a(n)

1 , b(n) =
β(n)

2

α2

, c(n)
2 =

1
β(n)

2

, c(n)
1 =−β(n)

1

β(n)
2

, c(n)
0 =−β(n)

0

β(n)
2

.

由于 α0+α1+α2 =0, β(n)
0 +β(n)

1 +β(n)
2 =1, 则系数 a(n)

i , b(n), c(n)
i 满足 a(n)

0 +a(n)
1 =1, c(n)

2 +c(n)
1 +c(n)

0 =1. 该 DLN

方法是无条件 G 稳定的.

下面给出 NS方程 (3)的半隐式自适应 DLN算法[23]. 给定两个之前的解 un
h, un−1

h ∈Xh, pn
h, pn−1

h ∈Qh,存

在 un+1
h ∈Xh 和 pn+1

h ∈Qh, 使得所有 (vh, qh)∈Xh×Qh 满足
(

α2u
n+1
h +α1u

n
h +α0u

n−1
h

∆̂tn

,vh

)
+ν(∇un,β

h ,∇vh)+b(un,∗
h ,un,β

h ,vh)−(pn,β
h ,∇·vh)= (fn,β,vh)

(∇·un,β
h , qh)= 0

(4)

其中: 定义序列 {γn}∞n=0, γ =uh, ph, f , 为了方便起见用下式表示

γn,β : = β(n)
2 γn+1 +β(n)

1 γn +β(n)
0 γn−1, tn,β =β(n)

2 tn+1 +β(n)
1 tn +β(n)

0 tn−1.

un,β
h 的二阶线性外推为

un,∗
h =β(n)

2

[
(1+

∆tn

∆tn−1

)un
h−

∆tn

∆tn−1

un−1
h

]
+β(n)

1 un
h +β(n)

0 un−1
h ≈un,β

h .

式 (4) 中的半隐式 DLN 算法可以通过后续的重构过程进行简化.
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步骤 1: 预处理
un,old

h = a(n)
1 un

h +a(n)
0 un−1

h , ∆̂t
BE

n = b(n)∆̂tn,

un,∗
h =β(n)

2

[
(1+

∆tn

∆tn−1

)un
h−

∆tn

∆tn−1

un−1
h

]
+β(n)

1 un
h +β(n)

0 un−1
h .

步骤 2: 用半隐式向后欧拉格式求解 ũn+1
h 和 p̃n+1

h

(
ũn+1

h −un,old
h

∆̂t
BE

n

,vh

)
+b(un,∗

h , ũn+1
h ,vh)+ν(∇ũn+1

h ,∇vh)−(p̃n+1
h ,∇·vh)= (fn,β,vh),

(∇· ũn+1
h , qh)= 0.

步骤 3: 后处理

un+1
h = c(n)

2 ũn+1
h +c(n)

1 un
h +c(n)

0 un−1
h , pn+1

h = c(n)
2 p̃n+1

h +c(n)
1 pn

h +c(n)
0 pn−1

h .

接下来, 定义局部截断误差并给出重构 DLN的自适应算法. 给定四个解 un
h, un−1

h , un−2
h , un−3

h , NS方程在

tn+1 时刻的数值解为

un+1
h,AB2 =

[
1+α2

(tn+1− tn)(tn+1 + tn−2tn−1,β)

2(tn,β− tn−1,β)∆̂tn−1

]
un

h

+
(tn+1− tn)

2(tn,β− tn−1,β)

[
α1

(tn+1 + tn−2tn−1,β)

∆̂tn−1

−α2

(tn+1 + tn−2tn,β)

∆̂tn−2

]
un−1

h

+
(tn+1− tn)

2(tn,β− tn−1,β)

[
α0

(tn+1 + tn−2tn−1,β)

∆̂tn−1

−α1

(tn+1 + tn−2tn,β)

∆̂tn−2

]
un−2

h

−α0

(tn+1− tn)(tn+1 + tn−2tn,β)

2(tn,β− tn−1,β)∆̂tn−2

un−3
h

(5)

记估计子为

T̂n+1 =
|G(n)|

|G(n) +R(n)| ‖u
n+1
h,DLN −un+1

h,AB2‖, (绝对估计子)

T̂n+1 =
|G(n)|

|G(n) +R(n)|
‖un+1

h,DLN −un+1
h,AB2‖

‖un+1
h,DLN‖

. (相对估计子)

其中:

G(n) =
(

1
2
− α0

2α2

1−εn

1+εn

)(
β(n)

2 −β(n)
0

1−εn

1+εn

)2

+
α0

6α2

(
1−εn

1+εn

)3

− 1
6

R(n) =
1
12

[
2+

3(1−εn)
1+εn

(
1−β(n−2)

2

1−εn−1

1+εn−1

+β(n−2)
0

1−εn−2

1+εn−2

1−εn−1

1+εn−1

)

×
(

1−β(n−1)
2

1−εn

1+εn

+β(n−1)
0

1−εn−1

1+εn−1

1−εn

1+εn

)

+
3(1−εn)
1+εn

(
2

1+εn

−β(n−2)
2

1−εn−1

1+εn−1

1−εn

1+εn

+β(n−2)
0

1−εn−2

1+εn−2

1−εn−1

1+εn−1

1−εn

1+εn

)

×
(
−β(n−1)

2 +β(n−1)
0

1−εn−1

1+εn−1

)]

(6)

重构 DLN 的自适应算法. 给定容许误差 TOL, un
h, un−1

h , un−2
h , un−3

h 和 pn
h, pn−1

h , pn−2
h , pn−3

h . 当前时间

步长为 ∆tn, 前三个时间步长为 ∆tn−1, ∆tn−2, ∆tn−3. 为了最大限度地减少步长拒绝的次数, 选择安全系数

κ∈ (0,1].

通过式 (4)计算DLN解 un+1
h,DLN 和 pn+1

h,DLN ;通过式 (5)计算数值解 un+1
h,AB2. 接着用∆tn, ∆tn−1, ∆tn−2, ∆tn−3

更新 εn, εn−1, εn−2. 通过式 (6) 计算 G(n), R(n); 再计算估计子

T̂n+1⇐ |G(n)|
|G(n) +R(n)| ‖u

n+1
h,DLN −un+1

h,AB2‖,
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或

T̂n+1⇐ |G(n)|
|G(n) +R(n)|

‖un+1
h,DLN −un+1

h,AB2‖
‖un+1

h,DLN‖
.

如果 T̂n+1 <TOL, 则 un+1
h ⇐un+1

h,DLN 和 pn+1
h ⇐ pn+1

h,DLN , 更新时间步长

∆tn+1⇐∆tn ·min



1.5,max



0.2,κ

(
TOL

T̂n+1

) 1
3







 ,

如果 T̂n+1≥TOL, 则重新计算当前时间步长

∆tn⇐∆tn ·min



1.5,max



0.2,κ

(
TOL

T̂n+1

) 1
3







 .

3 求解几种偏微分方程的时间滤波器方法

本节中, 我们介绍了利用时间滤波器求解三种偏微分方程. 当然, 时间滤波器被广泛地运用于许多偏微分

方程, 引言中也做了一部分总结, 这里只介绍其中三类方程.

3.1 具有斜率选择的分子束外延 (MBE) 方程的能量稳定时间滤波向后欧拉方法

考虑在 Ω⊂R2 上的 MBE 方程[32], 其中 0≤ t≤T ,

∂tΦ =−κµ, µ :=
δE

δΦ
= ε2∆2Φ−∇·f(∇Φ),

其中: 迁移率系数 κ> 0, 界面宽度参数 ε> 0, Φ 是周期性高度函数, f(v) := (|v|2−1)v 是非线性体积力. 向后欧

拉方法为: 给定时间步长 ∆t, 时间离散格式为

φn−φn−1

∆t
=−κµn, µn := ε2∆2φn−∇·f(∇φn), n≥ 1.

如果再添加一行额外的代码, 可以得到以下 MBE 方程的向后欧拉时间滤波器格式.

步骤 1: 通过向后欧拉格式计算未滤波的解 φ̃n,
1

∆t
(φ̃n−φn−1)=−κµ̃n, µ̃n := ε2∆2φ̃n−∇·f(∇φ̃n), n≥ 2.

步骤 2: 通过时间滤波器计算解 φn,

φn = φ̃n− 1
3
(φ̃n−2φn−1 +φn−2), n≥ 2.

3.2 抛物型方程的变时间步长滤波向后欧拉方法

考虑以下有界凸域 Ω 中的反应扩散方程[33], 其中 0≤ t≤T ,

∂tu =L u+f(t,x), x∈Ω.

在光滑边界 ∂Ω 上满足狄利克雷边界条件 u =0, 初始值由 u(0,x)= u0 给出. 空间算子 L 定义为

L u := ε2∆u−κ(x)u,

其中: 扩散系数 ε> 0, 反应系数 κ(x) 是光滑的且以 κ0 > 0 为界, 即 |κ(x)| ≤κ0.

下面给出变时间步长滤波向后欧拉 (FiBE)格式. 给定时间步长 ∆tn = tn−tn−1, 1≤n≤N , 此外, 相邻时间

步长比 ωn =∆tn/∆tn−1, 2≤n≤N, ω1 =0. 滤波参数 τn =ωn(1+ωn)/(1+2ωn).

步骤 1: 通过向后欧拉格式计算未滤波的解 ũn,

ũn−un−1

∆tn

=L ũn +fn, 2≤n≤N.

步骤 2: 通过时间滤波过程计算解 un,

un = ũn− τn

2

[
2

1+ωn

(ũn−un−1)− 2ωn

1+ωn

(un−1−un−2)
]
, 2≤n≤N.

通常, 向后欧拉格式产生一阶精度, 而通过添加第二步的时间滤波过程, FiBE 格式在时间上是二阶精度.
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3.3 受 DNA 转录模型启发的一个线性双曲方程的时间滤波方法

生物模型中, 假设分子马达在链上的密度 ρ(x,t) 遵循以下偏微分方程[20]

ρt + v̄ρx =0, 0 <x≤ 1, t > 0

ρ(x,0)= ρ0

ρ(0, t)= ρI

(7)

其中: v̄ > 0 是恒定的延伸速度, ρ0 和 ρI 分别是初始条件和边界条件. 变量 ρ(x,t) 表示在 t 时刻沿着链的空间

点 x 处的分子马达密度. 链上核糖体的初始密度由 ρ0 参数决定. 流入边界在 x = 0 处, 代表基因的起始位点或

启动子位点. 流出边界记为 x=1, 与基因的终止位点相对应.

下面给出与完全显式迎风方法相结合的时间滤波器方法. 该方法是在网格点 xj = jh, j = 0,1,2, · · · ,M 且

tn =nk, n =0,1,2, · · · ,N 处离散 PDE 方程. 定义近似值 P n
j ≈ ρ(xj , tn), 则方程 (7) 的离散形式为

P n+1
j −P n

j

∆t
+ v̄

(P n
j −P n

j−1)
∆x

=0,

典型的迎风格式为

P n+1
j =P n

j −µ(P n
j −P n

j−1).

为了简化方法的表达式, 定义参数 µ= v̄∆t/∆x, 称为 Courant数, 并且对于一个固定的参数选择, µ的值是

常数. 已知迎风方法在下列情况下是稳定的

0 <µ≤ 1.

迎风格式的完全显式离散化与点 (xj , tn+1) 处的时间滤波器相结合, 有

步骤 1 : P̃ n+1
j =(1−µ)P n

j +µP n
j−1,

步骤 2 : P n+1
j = P̃ n+1

j − τ
2
(P̃ n+1

j −2P n
j +P n−1

j ).

其中: P̃ n+1
j 和 P n+1

j 分别表示未滤波和滤波后的密度近似. 第二步中的 τ 是时间滤波器参数, 0 <τ < 2. 可以注

意到, τ = 0 时该格式简化为经典迎风格式. 由于滤波器是线性的, 整个过程可以简化为单步方法. 将滤波后变

量代入迎风格式, 得到单步格式

P n+1
j =

[
τ +(1−µ)(1− τ

2
)
]
P n

j −
τ

2
P n−1

j +µ(1− τ

2
)P n

j−1.

4 NS 方程的一种时间变滤波器方法
这一节中, 针对 NS 方程 (3), 本文提出了基于指数型辅助变量的时间变滤波器方法. 选取辅助变量 Q(t) =

exp(−t/T ) 来实现无条件稳定性, 同时基于上述讨论, 我们知道利用时间滤波器可以将向后欧拉的一阶精度提

高到二阶. 于是, 首先构造了 NS 方程的等价形式





∂u

∂t
+Q(t)exp

(
t

T

)
(u ·∇)u−ν∆u+∇p =f , ∇·u =0,

dQ(t)
dt

=− 1
T

Q(t)+exp
(

t

T

)
b(u,u,u).

相对应变分形式可以写成: 对于所有 t∈ (0,T ], 存在 (u,p)∈X×Q, 使得




(ut,v)+Q(t)exp
(

t

T

)
b(u,u,v)+ν(∇u,∇v)−(p,∇·v)= (f ,v),

(∇·u, q)= 0, ∀ (v, q)∈X×Q,

dQ(t)
dt

=− 1
T

Q(t)+exp
(

t

T

)
b(u,u,u).
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接下来, 定义时间离散格式: 给定 un
h ∈Xh 和 Qn ∈R, 存在 (un+1

h ,pn+1
h ,Qn+1)∈Xh×Qh×R 满足

(
un+1

h −un
h

∆t
,vh

)
+ν(∇un+1

h ,∇vh)+Qn+1 exp
(

tn+1

T

)
b(un

h,un
h,vh)−(pn+1

h ,∇·vh)= (f(tn+1),vh)

(∇·un+1
h , qh)= 0, ∀ (vh, qh)∈Xh×Qh

Qn+1−Qn

∆t
=− 1

T
Qn+1 +exp

(
tn+1

T

)
b(un

h,un
h,un+1

h )

(8)

最后,给出全离散时间变滤波器格式. 设 {tn}N
n=0, N > 0是 [0,T ]上的非一致剖分,变时间步长 ∆tn = tn+1−tn 和

其最大值 ∆tmax = max
1≤n≤N

{∆tn}. 时间步长比 ωn =∆tn/∆tn−1, ωmin = min
1≤n≤N

{ωn}, ωmax = max
1≤n≤N

{ωn}, 并且 ω0 =1.

我们假设 {ωn} 是一致有界序列. 除此之外, 用 E(un
h) := (1+ωn)un

h−ωnun−1
h 来表示 un+1

h 的二阶外推. 特别的,

记 E(u0
h) := u0

h.

步骤 1: 给定 ũn
h, ũn−1

h ,un
h ∈Xh 和 Qn−1,Qn ∈R, 存在 (ũn+1

h , p̃n+1
h )∈Xh×Qh 满足

(
ũn+1

h −un
h

∆tn

,vh

)
+ν(∇ũn+1

h ,∇vh)+Qn+1 exp
(

tn+1

T

)
b(E(ũn

h),E(ũn
h),vh)

+(∇· ũn+1
h , qh)−(p̃n+1

h ,∇·vh)= (f(tn+1),vh)

1+2ωn

1+ωn
Qn+1−(1+ωn)Qn + ω2

n

1+ωn
Qn−1

∆tn

=− 1
T

Qn+1 +exp
(

tn+1

T

)
b(E(ũn

h),E(ũn
h), ũn+1

h )

(9)

步骤 2: 从步骤 1 中求得 ũn+1
h , p̃n+1

h , 通过下式计算 (un+1
h ,pn+1

h )∈Xh×Qh

un+1
h = ũn+1

h − ωn(1+ωn)
2(1+2ωn)

(
2

1+ωn

ũn+1
h −2un

h +
2ωn

1+ωn

un−1
h

)
,

pn+1
h = p̃n+1

h − ωn(1+ωn)
2(1+2ωn)

(
2

1+ωn

p̃n+1
h −2pn

h +
2ωn

1+ωn

pn−1
h

)
.

下面我们提出了自适应算法.

步骤 1: 给定 Q0, u0
h 和 ∆t = ∆t0, 求解式 (8) 得到 Q1 和 u1

h. 然后, 给定容许误差 TOL, ∆t1 和 ∆t2, 依次

求解式 (9) 并使用时间滤波器得到 Q2, u2
h 和 Q3, u3

h.

步骤 2: 对于 n =2,3, · · · ,N−2, 求解式 (9) 并使用时间滤波器得到 un+2
h 和 Qn+2, 重复以上步骤.

步骤 3: 自适应时间步长 ∆tn. 计算估计子 EST 和 ESTQ,

EST n+1 =
ωn−1ωn(1+ωn)

1+2ωn +ωn−1(1+4ωn +3ω2
n)
‖Dn+1‖0,

EST n+1
Q =

ωn−1ωn(1+ωn)
1+2ωn +ωn−1(1+4ωn +3ω2

n)
|Dn+1

Q |.

其中:

Dn+1 =un+1
h − (1+ωn)(1+ωn−1(1+ωn))

1+ωn−1

un
h +ωn(1+ωn−1(1+ωn))un−1

h − ω2
n−1ωn(1+ωn)

1+ωn−1

un−2
h ,

Dn+1
Q =Qn+1− (1+ωn)(1+ωn−1(1+ωn))

1+ωn−1

Qn +ωn(1+ωn−1(1+ωn))Qn−1− ω2
n−1ωn(1+ωn)

1+ωn−1

Qn−2.

如果 max{EST n+1, EST n+1
Q }<TOL/3, 则更新时间步长 ∆tn+1 =0.9∆tn min{2, (TOL/EST n+1)1/3, (TOL/

EST n+1
Q )1/3}; 如果 TOL/3≤max{EST n+1, EST n+1

Q }≤TOL, 则更新时间步长 ∆tn+1 =0.9∆tn min{1, (TOL/

EST n+1)1/3, (TOL/EST n+1
Q )1/3}; 若以上两个条件都不满足, 则返回步骤 2 后重新计算当前时间步长 ∆tn =

0.7∆tn min{(TOL/EST n+1)1/3, (TOL/EST n+1
Q )1/3}.

5 结论和展望

本文主要阐述了时间滤波器的发展历程. 通过对时间滤波器的分析, 我们知道大多数求解 PDE 的方法与

时间滤波器技术相结合, 可以提高精度. 之所以专注于时间滤波方法, 是因为它是非侵入性的; 也就是说, 它可
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以被视为对现有近似方法进行修改的后处理步骤, 而不对原始求解器进行任何更改. 这种方法产生了一种易于

实现现有代码的算法, 并且能够以较小的计算成本提高现有求解器的准确性和稳定性. 总的来说, 时间滤波器

技术的应用主要是为提高处理过程中的效率和精度, 减少因各种因素引起的误差和损失.

虽然时间滤波器得到了很大发展,但仍然存在许多挑战和未解决的问题.比如,如何进一步提高时间滤波器

的精度和效率, 如何处理大规模和复杂的时间序列数据, 如何将其扩展到更复杂的耦合流体模型中, 等等.
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