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摘 要：设 R 是分次环, 引入弱 Gorenstein gr-投射, gr-内射和 gr-平坦模, 给出了弱 Gorenstein gr-投射模的等价刻

画. 证明了在分次 n-Gorenstein环上, 弱 Gorenstein gr-投射 R-模是 Gorenstein gr-投射的. 同时, 证明了如果任意分

次内射 R-模具有有限的分次平坦维数, 那么M 是弱 Gorenstein gr-平坦 R-模当且仅当M 是 Gorenstein gr-平坦模.
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Weak Gorenstein Graded Modules

SONG Yanhui, GUO Ting
(School of General Education, Lanzhou University of Information Science and Technology, Lanzhou Gansu 730300, China)

Abstract：Let R be a graded ring. The concepts of weak Gorenstein gr-projective modules, gr-injective modules

and gr-flat modules are introduced, and some homological characterizations of weak Gorenstein gr-projective mod-

ules are given. It is shown that a weak Gorenstein gr-projective module is a Gorenstein gr-projective R-module

over a graded n-Gorenstein ring R. Moreover, it is proved that: if any graded injective R-module has a finite

graded flat dimension, then a graded module M is weak Gorenstein gr-flat if and only if M is Gorenstein gr-flat.
Key words：gr-projective module; weak Gorenstein gr-projective module; graded flat dimension; weak Gorenstein

gr-flat module

0 引言及预备知识

自 20世纪 60年代以来, Gorenstein 同调代数受到了学者们的广泛关注. 1995年, Enochs和 Jenda[1]引入了

Gorenstein内射模和投射模的概念;进一步, Enochs等[2]定义了Gorenstein平坦模. 随后,众多学者对Gorenstein

投射、内射和平坦模进行了深入的研究和推广[3−7].

众所周知, 分次环和分次模是代数学研究的经典课题, 分次环的同调理论在代数几何中有着非常重要的应

用[8−9]. 因此, 人们希望能建立分次环上的 Gorenstein同调理论, 于是许多学者对分次环的相对同调理论进行了

广泛研究[10−12]. 其中, Asensio等[10−11]引入了 Gorenstein gr-投射、gr-内射和 gr-平坦模的概念, 并得到这些模类

在分次与未分次情形之间的关系; 随后, Mao[13]引入并研究了强 Gorenstein分次模.

受以上研究的启发, 本文引入了弱 Gorenstein gr-投射、gr-内射和 gr-平坦模, 给出了其等价刻画, 并且证明

了在分次 n-Gorenstein环上, 分次模M 是 Gorenstein gr-投射模当且仅当M 是弱 Gorenstein gr-投射的. 证明了

如果分次内射 R-模的分次平坦维数有限,那么任意弱 Gorenstein gr-平坦 R-模是 Gorenstein gr-平坦的; 最后, 证

明了在左分次凝聚环上, 弱 Gorenstein FP-gr-内射 R-模的分次特征模是弱 Gorenstein gr-平坦右 R-模.

本文中 R表示具有单位元的结合环,所有涉及的模均是酉模, 所有 R-模均指左 R-模. 未解释的标记和概念

参阅文献 [8-9]. 我们首先给出分次环与分次模的基本知识.

设R是环, G是一个含有单位元的乘法群. 若R =⊕σ∈GRσ,其中Rσ是R的加法子群,对任意 σ,τ ∈G,满足

RσRτ ⊆Rστ , 则称 R是 G-分次环, 简称分次环. 设M 是 R-模, 如果M =⊕σ∈GMσ, 其中Mσ 是M 的加法子群,
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对任意 σ,τ ∈ G, 都有 RσMτ ⊆ Mστ , 那么称 M 是 G-分次模, 简称分次 R-模. 设 M,N 是分次 R-模. 记

HomR−gr(M,N) = {f ∈ HomR(M,N)|f(Mσ) ⊆ Nσ,σ ∈ G}, 即 HomR−gr(M,N) 是分次 R-模范畴中 M 到 N

的所有态射构成的集合. 对固定的 τ ∈ G, 称一个 R-线性映射 f : M → N 是次数为 τ 的分次态射，若对

∀σ ∈ G 有 f(Mσ) ⊆ Nστ , 则次数为 τ 的所有分次态射的集合 HOMR(M,N)τ 构成了 HomR(M,N) 的加法子

群, 且 HOMR(M,N) =⊕τ∈GHOMR(M,N)τ 是一个 G-分次阿贝尔群. 用 Exti
R−gr(M,N)和 EXTi

R(M,N)分别表

示 HomR−gr(M,N)和 HOMR(M,N)的右导出函子. 令R-gr和 gr-R分别表示分次左R-模和分次右R-模的范畴,

若M ∈R-gr, 则M 的分次特征模为M+ =HOMZ(M,Q/Z), 由文献 [12]知M+ =⊕σ∈GHomZ(Mσ−1 ,Q/Z).

设M 是分次右R-模, N 是分次左R-模. 令M⊗RN =⊕σ∈G(M⊗RN)σ,其中 (M⊗RN)σ是由 x⊗y生成的加

法子群, x∈Mα,y ∈Nβ, 且 αβ = σ, 则M⊗R N 是一个阿贝尔群, 称为M 与 N 的张量积, 用 Tori(M,N)表示分

次张量积的左导出函子. 分次 R-模M 的分次投射、分次内射和分次平坦维数分别表示为 gr-pd(M), gr-id(M),

gr-fd(M).

下面给出本文中所需要的一些基本概念.

定义 1[10] 称分次 R-模M 是 Gorenstein gr-投射模, 若存在一个分次投射 R-模的正合列

P= · · ·→P1→P0→P 0→P 1→·· ·,

使得M ∼=Ker(P 0→P 1), 并且对任意分次投射 R-模 P , HomR−gr(P,P )是正合的.

定义 2[11] 称分次 R-模M 是 Gorenstein gr-平坦模, 若存在一个分次平坦 R-模的正合列

F= · · ·→F1→F0→F 0→F 1→·· ·,

使得M ∼=Ker(F 0→F 1), 并且对任意分次内射右 R-模 I, I⊗RF是正合的.

1 弱 Gorenstein gr-投射和 gr-内射模
定义 3 称分次 R-模M 是弱 Gorenstein gr-投射模, 如果存在分次投射 R-模的正合列

η : · · ·→P1→P0→P 0→P 1→·· · ,

使得M ∼=Ker(P 0→P 1). 对偶的可定义弱 Gorenstein gr-内射模.

显然, Gorenstein gr-投射模 (gr-内射模) 是弱 Gorenstein gr-投射模 (gr-内射模), 且弱 Gorenstein gr-投射模

对直和封闭, 弱 Gorenstein gr-内射模对直积封闭. 上述定义的正合列 η中, 所有核、余核及像都是弱 Gorenstein

gr-投射模. 由定义 3我们给出弱 Gorenstein gr-投射模的等价刻画.

引理 1 设 R是分次环, M 是分次左 R-模. 则以下结论等价:

(1) M 是弱 Gorenstein gr-投射模;

(2)存在分次 R-模的正合列 0→M →P 0→P 1→·· ·, 其中每个 P i是分次投射模;

(3)存在分次 R-模的正合列 0→M →P →N → 0, 其中 P 是分次投射模, N 是弱 Gorenstein gr-投射模.

证明 (1)⇒ (2),(1)⇒ (3)由定义 3显然成立.

(3) ⇒ (2) 设存在分次 R-模的正合列 α : 0→M →P →N → 0, 其中 P 是分次投射模, N 是弱 Gorenstein

gr-投射模, 则有正合列 β : 0→N →P 0′→P 1′→·· ·, 其中每个 P i′ 是分次投射模. 连接 α 和 β 可得正合列

0→M →P → P 0′→P 1′→·· ·, 其中 P,P i′ 是分次投射模.

(2)⇒ (1)设分次 R-模M 的一个分次投射分解为· · ·→P1→P0→M → 0, 再由条件 (2)可得分次 R-模的正

合列· · ·→P1→P0→P 0→P 1→·· ·, 其中M ∼=Ker(P 0→P 1), 因此M 是弱 Gorenstein gr-投射模.

设 R 是分次环, 由文献 [10], 称 R 是分次 n-Gorenstein 环, 如果 R 是双边分次诺特环, 且 gr-id(RR) ≤ n,

gr-id(RR)≤n. 下面给出当 R是分次 n-Gorenstein环时, 弱 Gorenstein gr-投射模是 Gorenstein gr-投射的.

命题 1 设 R是分次环. 若M 是 Gorenstein gr-投射 R-模, 则M 是弱 Gorenstein gr-投射模. 如果 R是分次

n-Gorenstein环, 那么M 是 Gorenstein gr-投射 R-模当且仅当M 是弱 Gorenstein gr-投射模.

证明 注意到 Gorenstein gr-投射模是弱 Gorenstein gr-投射的. 故只需证明如果 R是分次 n-Gorenstein环,

那么任意弱 Gorenstein gr-投射模是 Gorenstein gr-投射模. 设 M 是弱 Gorenstein gr-投射模，则存在分次投
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射 R-模的正合列 η : · · ·→P1→P0→P 0→P 1→·· ·, 其中 M ∼= Ker(P 0 → P 1). 下证对任意分次投射 R-模 Q,

HomR−gr(η,Q)是正合的.

我们不妨先证明如果N 是分次R-模,且 gr-id(N)= n<∞,有HomR−gr(η,N)是正合的. 对 n进行数学归纳,

当n =0时,显然成立. 令n≥ 1,假设结论对n−1成立. 因为 gr-id(N)= n<∞,则存在正合列 0→N →E→L→ 0,

其中E是分次内射模,且 gr-id(N)≤n−1. 故可得复形的正合列 0→HomR−gr(η,N)→HomR−gr(η,E)→HomR−gr

(η,L)→ 0. 显然 HomR−gr(η,E) 是正合的, 注意到 R 是分次 n-Gorenstein 环, 由文献 [10] 的定理 2.8 可知 gr-

id(Q)≤n, 因此 HomR−gr(η,Q)正合, 即M 是 Gorenstein gr-投射模.

命题 2 设 R是分次诺特环, 且任意分次内射 R-模的分次平坦维数有限. 如果 M 是弱 Gorenstein gr-内射

R-模, 那么M+是 Gorenstein gr-平坦右 R-模.

证明 设M 是弱 Gorenstein gr-内射模, 则存在分次内射 R-模的正合列

E : · · ·→E1→E0→E0→E1→·· ·,
其中M ∼=Ker(E0→E1). 由文献 [12]的引理 2.1可得正合列

E+ : · · ·→ (E1)+→ (E0)+→ (E0)+→ (E1)+→·· ·,
其中M+ ∼= Ker((E0)+ → (E1)+). 由条件知 R是分次诺特环, 再由文献 [12]的定理 3.8可得每个 (Ei)+,(Ei)+ 是

分次平坦右 R-模. 下证对于任意分次内射 R-模 I, E+⊗R I 是正合的.

不妨先证明: 对于任意分次 R-模 N , 若 gr-fd(N) = m <∞, 则 E+⊗R N 正合. 对m进行数学归纳, 当m = 0

时, 显然成立. 令m≥ 1, 假设结论对m−1成立. 因为 gr-fd(N)= m<∞, 所以存在正合列 0→F1→F →N → 0,

其中 F 是分次平坦模, 且 gr-fd(F1)≤m−1. 因此可得正合列

0→E+⊗R F1→E+⊗R F →E+⊗R N → 0.

注意到 E+⊗R F 正合, 且由归纳假设知 E+⊗R F1正合, 所以 E+⊗R N 是正合的. 由条件知任意分次内射 R-模的

分次平坦维数有限, 则 gr-fd(I) <∞. 因此 E+⊗R I 是正合的, 即M+是 Gorenstein gr-平坦右 R-模.

设 R是分次环, 令 gr-PD(R) = sup{ gr-pd(M) |M 是分次 R-模 }. 当 gr-PD(R) <∞时, 弱 Gorenstein gr-投

射 R-模是分次投射的.

定理 1 设 R是分次环.若M 是分次投射 R-模, 则M 是弱 Gorenstein gr-投射模. 如果 gr-PD(R) <∞, 那么

M 是分次投射模当且仅当M 是弱 Gorenstein gr-投射模.

证明 注意到分次投射 R-模是弱 Gorenstein gr-投射的, 故只需证明 gr-PD(R) < ∞时, 任意弱 Gorenstein

gr-投射模是分次投射的. 设 gr-PD(R) = n <∞. 若 n = 0时, 显然成立. 令 n≥ 1, 设M 是弱 Gorenstein gr-投射

模, 则由引理 1可知, 存在正合列 0→M →P 0→P 1→·· ·, 其中每个 P i 是分次投射模. 设 L = Im(P n−1 → P n),

则有正合列 0→M →P 0→·· ·→P n−1→L→ 0, 由于 gr-PD(R) <∞, 所以 gr-pd(L)≤n, 因此M 是分次投射模.

关于弱 Gorenstein gr-内射模的相关结论可对偶的给出.

2 弱 Gorenstein gr-平坦模
定义 4 称分次 R-模M 是弱 Gorenstein gr-平坦模, 如果存在分次平坦 R-模的正合列

ε : · · ·→F1→F0→F 0→F 1→·· · ,
使得M ∼=Ker(F 0→F 1).

显然, Gorenstein gr-平坦模是弱 Gorenstein gr-平坦模, 弱 Gorenstein gr-投射模是弱 Gorenstein gr-平坦模,

且弱 Gorenstein gr-平坦模对直和封闭. 上述定义的正合列 ε中, 所有核、余核及像都是弱 Gorenstein gr-平坦模.

下面我们给出弱 Gorenstein gr-平坦模的等价刻画.

引理 2 设 R是分次环, M 是分次 R-模. 则以下结论等价:

(1) M 是弱 Gorenstein gr-平坦模;

(2)存在分次 R-模的正合列 0→M →F 0→F 1→·· ·, 其中每个 F i是分次平坦模;

(3)存在分次 R-模的正合列 0→M →F →H→ 0, 其中 F 是分次平坦模, H 是弱 Gorenstein gr-平坦模.

证明 类似引理 1的证明即可得证.
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命题 3 设 R 是分次环, 令 0→N →M →F → 0

是分次 R-模的正合列. 如果 N 是弱 Gorenstein gr-平

坦模, F 是分次平坦模,那么M 是弱Gorenstein gr-平

坦模.

证明 因为 N 是弱 Gorenstein gr-平坦模, 则存在

分次 R-模的正合列 0→N →F ′→L→ 0, 其中 F ′ 是

分次平坦模, L是弱 Gorenstein gr-平坦模. 如图 1所 图 1 推出图

示, 在正合列 0→F ′→D→F → 0中, 由于 F ′,F 是分次平坦模, 所以D是分次平坦模. 在正合列 0→M →D→
L→ 0 中, 由于 D是分次平坦模, 再由引理 2可知M 是弱 Gorenstein gr-平坦模.

命题 4 设 R是左分次凝聚环, 则弱 Gorenstein gr-平坦右 R-模的类对分次直积封闭.

证明 注意到 R是左分次凝聚环, 则分次平坦右 R-模的分次直积是分次平坦的, 再由定义 4可得.

定理 2 设 R 是分次环, 且任意分次内射右 R-模具有有限的分次平坦维数, 则任意弱 Gorenstein gr-平坦

R-模是 Gorenstein gr-平坦的.

证明 设M 是弱 Gorenstein gr-平坦 R-模, 则存在分次平坦 R-模的正合列

ε : · · ·→F1→F0→F 0→F 1→·· · ,

其中M ∼=Ker(F 0→F 1). 下证对任意分次内射右 R-模 I, I⊗R ε是正合的. 由条件知 gr-fd(I)= n<∞, 对 n进行

数学归纳, 类似命题 2的证明容易得到 I⊗R ε是正合的. 因此, M 是 Gorenstein gr-平坦模.

由文献 [12]知, 称分次 R-模是 FP-gr-内射模, 如果对任意有限表示分次 R-模 N , 有 EXT1
R(N,M) = 0. 我

们称分次 R-模是弱 Gorenstein FP-gr-内射模, 如果存在正合列 · · ·→E1→E0→E0→E1→·· ·, 其中 Ei,E
i 是

FP-gr-内射模, 使得M ∼= Ker(E0 →E1). 由文献 [11]可知, 称 R是分次 n-FC 环, 如果 R是双边分次凝聚环, 且

FP-gr-id(RR)≤n, FP-gr-id(RR)≤n. 以下通过弱 Gorenstein gr-平坦模刻画分次 FC环.

定理 3 设 R是左分次凝聚环. 若 M 是弱 Gorenstein FP-gr-内射 R-模, 则 M+ 是弱 Gorenstein gr-平坦右

R-模.

证明 设M 是弱 Gorenstein FP-gr-内射模, 则存在 FP-分次内射模的正合列

· · ·→E1→E0→E0→E1→·· · ,

使得M ∼= Ker(E0 →E1). 从而有正合列 · · ·→ (E1)+→ (E0)+→ (E0)+→ (E1)+→·· · , 使得M ∼= CoKer((E1)+ →
(E0)+), 且由文献 [12]的定理 3.7可知 (Ei)+,(Ei)+是分次平坦模右 R-模. 因此, M+是弱 Gorenstein gr-平坦右

R-模.

命题 5 设 R是分次交换环, M 是弱 Gorenstein gr-平坦 R-模. 则以下结论成立:

(1)对任意分次平坦 R-模 Q, M⊗R Q是弱 Gorenstein gr-平坦模;

(2)对任意分次内射 R-模 E, HomR−gr(M,E)是弱 Gorenstein gr-内射模;

(3)对任意有限生成分次投射 R-模 P , HomR−gr(P,M)是弱 Gorenstein gr-平坦模.

证明 (1)设 R是分次交换环, F 和 Q是分次平坦 R-模. 考虑正合列 0→N →H→L→ 0, 由于 Q是分次平

坦 R-模, 则有正合列 0→Q⊗R N →Q⊗R H→Q⊗R L→ 0. 考虑交换图图 2.

图 2 交换图

由于 F 是分次平坦R-模,所以图 2中的第一行正合,从而第二行也正合,由此得到 F⊗RQ是分次平坦R-模.

因为M 是弱 Gorenstein gr-平坦模, 则存在分次平坦模的正合列 · · ·→F1→F0→F 0→F 1→·· · , 使得M ∼=
Ker(F 0→F 1). 注意到 · · ·→F1⊗R Q→F0⊗R Q→F 0⊗R Q→F 1⊗R Q→·· · 是正合的, 其中M⊗RQ∼=Ker(F 0⊗R

Q→F 1⊗R Q), 且每个 Fi⊗R Q和 F i⊗R Q都是分次平坦模, 因此M⊗R Q是弱 Gorenstein gr-平坦模.
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(2)设 F 是分次平坦 R-模, E是分次内射 R-模. 考虑正合列 0→N →H→L→ 0, 由于 R是分次交换环, F

是分次平坦 R-模, 则有正合列 0→N⊗R F →H⊗R F →L⊗R F → 0. 由文献 [8]的命题 I.2.14, 考虑交换图图 3.

图 3 交换图

由于 E 是分次内射 R-模, 所以图 3 中第一行正合, 从而第二行也正合, 因此 HomR−gr(F,E) 是分次内射

R-模.

因为M 是弱 Gorenstein gr-平坦模, 则存在分次平坦模的正合列 · · ·→F1→F0→F 0→F 1→·· · , 使得M ∼=
Ker(F 0→F 1). 注意到对任意分次内射 R-模 E, 有正合列

· · ·→HomR−gr(F 1,E)→HomR−gr(F 0,E)→HomR−gr(F0,E)→HomR−gr(F1,E)→·· ·

是正合的, 其中 HomR−gr(Fi,E)和 HomR−gr(F i,E)都是分次内射模, 且

HomR−gr(M,E)∼=CoKer(HomR−gr(F 1,E)→HomR−gr(F 0,E)).

因此 HomR−gr(M,E)是弱 Gorenstein gr-内射模.

(3)设 P 是有限生成分次投射 R-模, F 是分次平坦 R-模. 考虑正合列 0→N →H→L→ 0, 因为 R是分次

交换环, F 是分次平坦 R-模, 所以有正合列 0→F ⊗R N →F ⊗R H→F ⊗R L→ 0. 由于 P 是有限生成分次投射

R-模, 再由文献 [8]的命题 I.2.16可得交换图图 4.

图 4 交换图

因为图 4中第一行正合, 从而第二行也正合, 因此 HomR−gr(P,F )是分次平坦 R-模.

因为M 是弱 Gorenstein gr-平坦模, 则存在分次平坦模的正合列 · · ·→F1→F0→F 0→F 1→·· · , 使得M ∼=
Ker(F 0→F 1). 注意到 P 是有限生成分次投射 R-模, 则有正合列

· · ·→HomR−gr(P,F1)→HomR−gr(P,F0)→HomR−gr(P,F 0)→HomR−gr(P,F 1)→·· ·,

其中 HomR−gr(P,Fi)和 HomR−gr(P,F i)都是分次平坦模, 且

HomR−gr(P,M)∼=Ker(HomR−gr(P,F 0)→HomR−gr(P,F 1)).

因此 HomR−gr(P,M)是弱 Gorenstein gr-平坦模.

设 R是分次环, 令 gr-wD(R) = sup{ gr-fd(M) |M 是分次 R-模 }. 当 gr-wD(R) <∞时, 弱 Gorenstein gr-平

坦 R-模是分次平坦的.

命题 6 设 R是分次环. 若M 是分次平坦 R-模, 则M 是弱 Gorenstein gr-平坦 R-模. 如果 gr-wD(R) <∞,

那么M 是分次平坦 R-模当且仅当M 是弱 Gorenstein gr-平坦模.

证明 类似定理 1的证明可得.
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