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摘 要：组合优化问题广泛的存在于生产实践的各个领域，解决组合优化问题的主要手段通常包括使用由领域专家人

工设计的启发式算法以及设计成熟的求解器，按照一定顺序构建一个解决方案．而随着实际问题复杂度逐渐的增加，这

类方法无法于在线求解方面取得很好的效果，得到的结果可能往往是次优的．而强化学习给出了一个很好的替代方案，

通过对智能体模型的良好训练，迅速地对此类问题进行求解．故回顾了近年来将强化学习框架应用于组合优化问题的研

究，对其基本原理、相关方法、应用研究进行总结和综述，并指出未来该方向亟待解决的若干问题．
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A Review of Research on Reinforcement Learning for

Solving Combinatorial Optimization Problems

ZHANG Hongli, ZHU Jiazheng, DONG Yingchao

(School of Electrical Engineering, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：Combinatorial optimization problems are widespread in all areas of production practice, and the main

means of solving combinatorial optimization problems usually include the use of heuristic algorithms manually

designed by domain experts and the design of sophisticated solvers to construct a solution in a certain order. As

the complexity of the actual problem gradually increases, such methods can not achieve good results in online

solving, and the results obtained may often be suboptimal. And reinforcement learning gives a good alternative to

solve such problems rapidly by well-training an intelligent body model. Therefore, this paper reviews the recent

research on applying the reinforcement learning framework to combinatorial optimization problems, summarizes

and reviews its basic principles, related methods and application studies, and points out several problems that need

to be addressed in this direction in the future.
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0 引 言

优化问题是指在不同的可能性中寻找出最佳方案，根据求解问题的不同，对应的求解问题可分为三大类：

连续、离散、混合整数规划问题．例如，寻找一个凸优化问题的解是一个连续优化问题，而从一个图的所有路

径中找到最短路径则是一个离散优化问题，将此类离散空间的优化问题称为组合优化问题，其数学模型如下所
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示：
min f(x)

s.t.g(x)≥ 0

x∈D

(1)

式中：f(x) 为目标函数，g(x) 为问题的约束条件，D 表示有限的离散决策空间．其中的一个常见问题是旅行

商问题，该问题目标是寻找到一条能够访问所有城市并返回初始城市的最短路线，其本质是在一个全连接的加

权图中找到一个长度最小的哈密顿回路．哈密顿回路中所有的节点组成了 D，回路中每条边权值的累加构成了

f(x)．

大多数组合优化问题都是 NP 难问题，通常无法在多项式时间内找到解决方案．因此，许多近似方法或启

发式算法被设计用以解决此类问题，但此类方法往往计算耗时、计算成本过高．而近些年随着人工智能技术的

不断发展，一个新兴趋势是使用训练机器学习算法解决此类问题．强化学习算法作为机器学习算法的一个特殊

分支已经在旅行商问题中得到应用，对于一个组合优化问题，它通过定义环境、训练环境中的智能体的方式，

最终产生一个解决方案．将强化学习应用到组合优化问题中，首先将问题建模为序列决策过程，其中智能体通

过执行一系列的动作同环境进行交互，最终找到一个可行的解决方案．马尔可夫决策过程为此类问题的建模提

供了一个广泛使用的数学框架[1]．该过程可以被描述为一个五元组：

M =(S,A,R,T,γ) (2)

式中：S 为状态空间，以旅行商问题为例，可以通过两种方式进行状态空间的设计，一种方法是渐进式地构建

解决方案，将问题中已去过的城市作为状态空间，逐步地得到完整的解决方案；另一种方法是从问题的次优解

出发，在该解的基础上不断进行改进．A 为动作空间，不同时刻的动作会对当前的状态产生改变．R 为奖励函

数，是对当前状态下所产生动作的一种评价，反映了当前选择的动作是否改善了需要解决的问题．T 是转移函

数，其制约着不同时刻状态的转移．γ 为折扣因子，0 <γ < 1，折扣因子的大小展示了智能体对未来奖励的期望

程度．

在马尔可夫决策过程中智能体的目标是找到一个策略函数，使得预期的累计奖励最大化：

π∗ =argmax
π

E(
H∑

t=0

γtR(st,at)) (3)

如果一个组合优化问题能够定义为马尔可夫决策过程，就需要训练智能体如何寻找到最优策略，一般而言，

有两种类型的强化学习算法：

第一种为基于价值的方法，智能体不需要制定显式的策略，它维护一个价值表格或价值函数，并通过这个

价值表格或价值函数来选取价值最大的动作．

第二种为基于策略的方法，智能体会制定一套动作策略（确定在给定状态下需要采取何种动作），并根据

这个策略进行操作．强化学习算法直接对策略进行优化，使制定的策略能够获得最大的奖励．

可以看出，强化学习算法的关键在于将马尔可夫决策过程的状态转化为输入并输出行动值或者行动的策

略．状态包含了关于问题的一些特征信息，如旅行商问题中给定的图或者当前的行程．而动作值或者策略则为

数字．因此强化学习算法中应该包含编码器，能够将状态转化为数字形式．针对不同的组合优化问题，已经有

许多的编码器被提出，包括递归神经网络[2]、图神经网络[3]、基于注意力的网络[4]和多层感知器[5]．

本文的组织结构如下：第 1 节对常见的组合优化问题、编码器和强化学习算法进行了研究背景概述．第 2

节对当前主流的将强化学习应用于各种组合优化问题的研究进行了综述．第 3 节进行了总结与展望．

1 基础知识概述

1.1 组合优化问题概述

首先介绍混合整数线性规划模型，一种受限的优化问题，许多实际的应用都可以归结为此类问题．已经有

许多使用分支定界技术的工业优化器用以求解此类问题的实例[6−10]．该问题能够表现为如下形式[11]：

argmin{cT x|Ax≤ b,0≤x,x∈Zp×Rn−p} (4)
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式中：c∈Rn 为目标系数向量，A∈Rm×n 为约束系数矩阵，b∈Rm 为约束向量，p≤n 为整数变量的个数．

解决混合整数线性规划模型所使用的工业求解器，往往也可用于求解离散的组合优化问题，常见的离散的

组合优化问题如下所示．

首先，旅行商问题为给定一个完整的加权图 G = (V,E)，找出其中权重最小的路线，这是一个典型的组合

优化问题，已经在路径规划、数据聚类、基因测序等领域得到了应用[12]．旅行商问题属于 NP-hard 问题[13]，为

了解决该问题，已经有许多精确算法、启发式算法、近似算法被提出．其中最著名的精确算法为 1962年被提出

的霍普克洛夫特-卡普算法[14]，该算法求解的时间复杂度为 O(n22n)，是目前精确算法中理论速度最好的算法，

但并不实用，且在此之后一直未得到改进提升．旅行商问题也可以被表述为混合整数线性规划模型[15]，可以通

过混合整数规划模型的求解器得到其精确或近似的解决方案．

最大割问题为给定一个完整的加权图 G = (V,E)，从包含顶点 S ⊂ V 的集合中，找出一个子集，使切口

C(S,G) =
∑

i∈S,j∈V \S ωij，其中 ωij ∈W 为连接顶点 i 和 j 的边的权重．最大割问题的解决方法已经在许多实

际问题中得到了应用，包括蛋白质折叠[16]、金融投资管理[17]、寻找物理学中的基态[18]等．最大割是一个完全的

NP 难问题[19]，因此没有一个明确的多项式时间算法．存在近似算法对其求解，包括确定性的近似算法[20]和随

机的近似算法[21]．

装箱问题为给定一个物品集 I，每个 i ∈ I 的尺寸大小为 s(i) ∈ Z+，以及一个正整数容量的箱子 B．要求

将这些物品按一定的数量放入箱子中，使得每个箱子中的物品大小之和不超过箱子容量并使所用的箱子数目最

少．装箱问题有多种变体，如二维装箱、三维装箱、不同表面积的装箱等[22]，该问题在许多领域都有应用，如资

源优化、物流和电路设计等[23]．其同样也是一个完全的 NP 难问题，许多近似算法被提出以解决该问题．首选

递减和最佳匹配递减是两种简单的近似算法，首先按照成本的递减顺序对项目进行排序，然后将每个项目分配

到它所适合的第一个或最完整的箱子．这两种方法的时间复杂度都为 O(n logn)[24]．精确算法中，最早使用的

是 Martello-Toth 算法，该算法原理为分支定界算法[25]．

最大独立集问题为给定图 G = (V,E)，寻找到一个集合，该集合任意两点所构成的边都不是图 G 中的边，

且 |S| 最小．该问题是一个受关注的组合优化问题，应用于分类理论、分子对接、推荐系统等[26−28]．很容易发

现，该问题中图 G 中独立集的补集是图 G 中的顶点的覆盖以及补图 Ḡ 的团．因此，求解该问题的思路在于找

出图 G 中的最小顶点覆盖或者图 Ḡ 中的最大团．使用遍历算法求解该问题的时间复杂度为 O(n22n)，该算法

时间复杂度被 Tarjan 等[29]提升至 O(2n/3)．而 Xiao 等找到其最佳边界为 O(1.199 6n)[30]．

最小顶点覆盖问题为给定图 G =(V,E)，需找到使得每条边都被覆盖的节点最少的节点集 S⊆V，即(u,v)∈
E⇔u∈S，且 |S| 最小．该问题是一个应用于计算生物化学[31]和计算机网络安全[32]的基本问题．求解该问题的

一种方法为近似算法[33]，通过将任意一条边的两个端点添加至解中，并将这两点从图中删除．

为了使用强化学习来处理上述问题，必须将问题中涉及到的图表示为向量，并进一步提供给机器学习算法

作为输入，即进行编码操作．

1.2 编码器概述

强化学习中，编码器主要是为了处理组合优化问题中的输入状态 S，将目前得到的输入状态 S 映射为 d维

的实数．编码器的结构类型会因输入状态的变化而变化，常用的一些架构如下所示．

图 1 循环神经网络结构

第一个经常使用的架构为循环神经网络，循环神经网络可以对序列数据进行操作，将序列中的每个元素编

码为一个向量，如图 1 所示．该网络由成块的形式组成，它把序列的当前元素和先前的输出作为一个输入．序
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列的当前元素和前一个输出构成循环神经网络块，并输出一个向量，传递给序列的下一个元素．例如，在旅行

商问题中，可以通过对当前节点使用循环神经网络进行编码，得到其后续的一个行程．常用的循环神经网络有

长短时记忆网络[34]和门控循环单元[35]．

循环神经网络的一个基本局限性与其长期依赖关

系的建模有关：当模型获取最后一个时间步的输出时，

它可能会丢失序列中先前保存的元素信息．而注意力

模型通过与所有输入元素形成连接来解决这个问题．

因此，注意力模型的输出取决于序列的当前元素和所

有先前的元素．特别是，输入元素和之前的每个元素

之间的相似性分数（例如点积）被计算出来，这些分

数被用来确定之前的每个元素对当前元素的重要性权

重．注意力模型在语言处理上能够取得不错的表现[36]，

并在组合优化问题中得到了应用，例如为旅行商问题

逐步建立解决方案[37]． 图 2 指针网络结构

值得注意的一点是注意力模型依赖于对输入结构中每一对元素之间的依赖关系进行建模，如果只有少数相

关的依赖关系，则是低效的．另一种对注意力模型简单的扩展是指针网络[38]．指针网络不使用所有配对中的权

重来计算每个输入元素的影响，而是使用权重来选择一个将被用于编码的单一输入元素．如图 2 所示示例中，

元素“A”与元素“B”的相似度最高，因此，它被用于计算元素“B”的表示（与注意力模型不同，在这种情况

下，元素“C”和“D”也会被使用）．

尽管上述的模型具有足够的通用性，可以应用在各种输入状态下，但许多的组合优化问题都可以通过图的

形式进行表示，使用图的形式能够对组合优化问题产生更直观的理解，而传统的神经网络只能通过节点的特征

来理解图中的依赖关系，并不全面，而图神经网络则可以直接学习两个节点间的依赖关系．首先，将节点关系

通过向量进行表示；然后，每个节点的表示通过该节点的邻域结构进行更新．在最常见的消息传递范式中，相

邻的节点交换它们当前的表示，以便在下一次迭代中更新它们．这个框架看作是注意力模型的一般化，其中的

元素并不需要关注其它所有的元素，仅需关注与当前图相关的元素．常用的图神经网络包括图卷积网络[39]、图

注意力网络[40]、图同构网络[41]和图嵌入网络[42]．

1.3 强化学习算法

第 1 节对马尔可夫决策过程进行了定义，其中包括了状态、动作、奖励等．接下来，将深入介绍搜索马尔

可夫决策过程最优策略的强化学习算法．强化学习算法大体上分为基于模型和无模型两大类．如图 3 所示．

无模型的方法更专注于环境，其中的转移函数

是已知的或者可以学习的，能够在算法决策时使用

的．包括蒙特卡洛树搜索算法，如 AlphaZero[43] 和

MuZero[44]．

基于模型的方法则不依赖环境的转移函数的可用

性，只使用智能体所收集到的经验进行学习．基于模

型的方法按照得到解决方案的方法又可分为基于策略

和基于价值两大类方法．在基于策略的方法中，得到

的为解决该问题所选择的策略，而基于价值的方法则

侧重于得到一个价值函数，这个价值函数是对给定环

境中状态-动作对的评价．此外，还有对上述两种方法

图 3 强化学习算法分类

进行结合的方法，比较典型的是演员-评论家方法[45]．这种方法的基本原理是演员起到产生策略的作用，而评论

家近似于价值函数的作用．通常为了做到这一点，行为者和评论家都会使用上述的基于策略和基于价值的强化

学习．这样一来，批判者提供了衡量行为者所采取的行动有多好的标准，从而可以适当地调整下一个训练步骤

的可学习参数．
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1.3.1 基于价值的方法

正如前面提到的，所有强化学习方法的主要目标是找到一个策略，该策略将持续允许智能体获得大量奖励．

基于价值的强化学习方法主要是通过对价值函数 V (s)和行动价值函数 Q(s,a)的近似来寻找这种策略．在本节

中，将定义这两个函数，哪些价值和动作-价值函数可以被称为最优，以及在知道最优价值函数的情况下，如何

能得出最优策略．

状态 s的价值函数是对未来折现回报的期望，当从状态 s开始并遵循一些策略 π 时，价值函数如下所示：

V π(s)= E[
∞∑

t=0

γtr(st)|π,s0 = s] (5)

式中：V π 为策略时的价值函数 V，在有限马尔可夫决策过程中，其最终状态的值为 0．同时，把价值函数看作

不仅取决于状态而且取决于行动的函数可能更容易理解．

动作价值函数 Q(s,a) 是对未来折现回报的期望，当从状态 s 开始并遵循一些策略 π 时，价值函数如下所

示：

Qπ(s,a)= E[
∞∑

t=0

γtr(st,at)|π,s0 = s,a0 = a] (6)

式（5）很明显与式（6）有下列的关系：

V π(s)= max
a

Qπ(s,a) (7)

从价值函数的定义中产生了一个非常重要的递归属性，代表了状态 s 的价值 V π(s) 和后面可能的状态 s′

的价值 V π(s′)之间的关系，这也是许多基于价值的强化学习方法的基础．这一特性可以用一个方程来表示，称

为贝尔曼方程[46]：

V π(s)= r(s)+γ
∑

s′
T (s,π(s),s′)V π(s′) (8)

贝尔曼方程使用动作价值函数的表达形式为：

Qπ(s,a)= r(s)+γ
∑

s′
T (s,π(s),s′)max

a′
Qπ(s′,a′) (9)

在本节开始时已经指出，所有强化学习任务的目标是找到一个策略，它可以积累大量的奖励．这意味着，如

果一个政策的预期收益大于另一个政策所取得的收益，那么这个政策就可以比（或等于）另一个政策更好．除

此以外，根据价值函数的定义，我们可以得到策略 π′≥π 当且仅当对于所有的状态来讲都有 V π′(s)≥V π(s)．

得到了策略之间的这种关系，则可以确定一定有一种策略优于或等于所有其它可能的策略．这个策略被称

为最优策略 π∗．显而易见，行动-价值函数和价值函数的最优性与它们所遵循的策略的最优性是密切相关的．如

果一个价值函数是所有策略中价值函数的最大值，则被称为最优价值函数．如下所示：

V ∗(s)= max
π

V π(s),∀s∈S (10)

同样的，可以得到最佳行动-价值函数的定义：

Q∗(s,a)= max
π

Qπ(s),∀s∈S,∀a∈A (11)

根据贝尔曼方程（8）和（9），如果行动-价值或价值函数是已知的，可以推导出最佳策略．根据已有的最佳

的价值函数 V ∗(s)，可以通过做贪婪搜索找到最佳动作：选择对应于贝尔曼方程（8）所计算的状态 s 中的最大

值 V ∗(s) 的动作．在行动-价值函数的情况下，不需要进行单步式的搜索．对于每个状态 s，可以很容易地找到

这样的动作 a，使动作函数最大化，只需要计算 Q∗(s,a)，而不需要知道下一状态 s′ 中的奖励和价值．

因此，在基于价值的方法的情况下，为了找到最佳策略，需要找到最佳价值函数．值得注意的是，当转移

函数已知的情况下，有可能明确地解出贝尔曼方程，即找到最佳价值函数．然而在实践中，这种情况很少发生，

所以需要一些方法来近似贝尔曼方程的解决方案．



134 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2023年

基于近似值的方法的代表是 Q-learning[47] 以及其的一个变体 Deep Q-learning（DQN）[48]．在 Q-learning

中，通过学习当前策略所产生的经验，对动作-价值函数 Q(s,a) 进行迭代更新，由这种规则更新的函数收敛于

最优价值函数[49]．

随着深度学习的发展，神经网络已被证明在各种数据集上取得了最先进的结果，它通过高维输入学习有用

的函数近似．强化学习发展出了同深度学习相结合的 DQN，可以直接使用端到端强化学习来学习策略[50]．该

网络根据当前的输入状态为每个动作近似地计算出 Q 值．其损失函数如下所示：

L(θi)= E(s,a,r,s′)∼D[(r+γmax
a′

Qθi
−(s′,a′)−Qθi

(s,a))2] (12)

式中：D 为记忆回放机制容量，用来存储训练中产生的轨迹 (s,a,r,s′)．其结果是当前 Q 函数的近似值与某个

最大化目标值之间的均方误差．DQN 的训练已被证明是比较稳定的，因此，DQN 对许多组合优化问题都是有

效的．

1.3.2 基于策略的方法

基于价值的方法旨在找到最佳状态-动作价值函数 Q∗(s,a)，并对其进行贪婪的行动以获得最佳策略 π，与

之不同的是，基于策略的方法试图通过对式（3）中的策略参数进行优化，直接找到由一些参数 θ 表示的最佳策

略 π∗θ ：该方法收集环境中使用当前策略的经验，并利用这些收集的经验对其进行优化．已经有许多方法来优

化策略函数，接下来讨论解决组合优化问题的常用方法．

第一种为策略梯度算法，为了对式（3）中的策略参数 θ 进行优化，可以应用策略梯度定理[51]来估计策略

函数的梯度，其形式如下：

∇θJ(πθ)= Eπθ
[

H∑
t=0

∇θ logπθ(at|st)Â(st,at)] (13)

式中：Â(st,at)=
H∑

t=t′
γt′−tr(s′t,a

′
t)−b(st) 为回报估计，H 为智能体的回合次数，b(s) 为基线函数，该策略使用梯

度下降算法的梯度来优化参数 θ．

第二种为 REINFORCE 算法，基线 b(s) 的作用为减少回报估计的方差 Â(st,at)，由于它是通过运行当前

的策略 πθ 计算出来的，初始参数可能导致训练开始时的性能不佳，基线 b(s) 试图通过减少方差来缓解这种情

况．当 b(s) 被排除在回报估计计算之外时，得到了一个 REINFORCE 算法[52]．另外，可以通过计算采样轨迹

的平均奖励来计算基线值 b(st)，或者使用参数化的价值函数估计器 Vφ(st)．

第三种为 Actor-Critic 算法，该算法通过使用自举法从后续状态-价值估计的值中更新状态值，进一步扩展

了 REINFORCE 与基线．一个常见的方法是使用参数值函数来计算每一步的收益估计值：

Â(st,at)= r(st,at)+Vφ(s′t)−Vφ(st) (14)

虽然这种方法会给梯度估计带来偏差，但它往往能进一步减少方差．此外，这种方法可以应用于在线和持

续学习，因为它们不再依赖蒙特卡洛滚动，即把轨迹展开到一个终端状态．

第四种为近端策略优化算法，第三种强化学习算法的进一步发展推出了一些更先进的方法，如近端策略

优化（PPO）[53]，该算法在策略空间中以约束条件进行策略更新，试图学习一个参数化的状态-行动价值函数

Qφ(s,a)，对应于当前策略，并使用它来计算引导的回报估计．PPO 算法公式如下：

Jθ′
PPO(θ)= Jθ′(θ)−βKL(θ,θ′) (15)

Jθ′(θ)= E(st,at)∼πθ′ [
pθ(at|st)
pθ′(at|st)

Aθ′(st,at)] (16)

1.3.3 蒙特卡洛树搜索

基于价值的方法和基于策略的方法都不使用环境的模型（无模型的方法），即模型的转移概率，因此，这

种方法不通过展开环境到下一个步骤．然而，为组合优化问题定义一个马尔可夫决策过程是可行的，可以利用
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环境的知识，通过提前几步计划来提高预测能力．蒙特卡洛树搜索算法的一般程序包括选择、扩展、模拟和回

溯[54]，如图 4 所示．其中，不是通过进行遍历来评估树中的叶子节点，而是使用神经网络 fθ 来为树中的新节

点提供策略 P (s,∗)和状态-价值估计 V (s)．树中的节点表示状态 s，每条边指代动作 a．在选择阶段，从根状态

s0 开始，不断选择下一个状态，使置信度上限最大化，公式如下所示：

UCB =Q(s,a)+c ·P (s,a) ·
√∑

a′ N(s,a′)
1+N(s,a)

(17)

当遇到搜索树中以前未见过的节点时，对该节点的策略 P (s,∗) 、状态价值函数以及状态-价值估计 V (s)进

行估计．之后，V (s) 的估计值沿着搜索树向后传播，更新 Q(s,a) 和 N(s,a) 的值．经过若干次搜索迭代后，根

据改进的策略从根状态中选择下一个动作，公式如下所示：

π(s0)=
N(s0,a)∑
a′ N(s0,a′)

(18)

图 4 蒙特卡洛树搜索操作

2 强化学习求解组合优化问题

本节对近年来现有的解决组合优化问题的强化学习方法进行了介绍，这些问题包括旅行商问题、最大剪问

题、装箱问题、最小顶点覆盖问题和最大独立集问题．对解决这些问题的算法进行了罗列对比．

2.1 旅行商问题

Bello 等[55]最早将策略梯度算法应用于组合优化问题．在解决旅行商问题时，其马尔可夫决策过程的表现

形式为：状态是一个 d 维的图嵌入向量，代表节点在时间 t 的当前行程，而动作是挑选另一个节点，该节点在

当前状态下没有被使用过．初始状态 s0 即为初始节点的嵌入表示．在这种情况下，转移函数 T (s,a,s′) 会返回

所构建的旅行的下一个节点，直到所有的节点都被访问过．最后，其奖励函数与总的行程进行负相关．指针网

络被用来对输入序列进行编码，而解决方案则是利用解码器的指针机制从输入的分布中依次构建的，并进行并

行异步训练．

Dai 等[56]的工作又对其进行了提升，在状态、动作等改变不大的情况下，将奖励进行了改进．奖励被定义

为从状态 s过渡到状态 s′ 后，采取某种动作 a时，成本函数的差异，即 r(s,a)= c(h(s′),G)−c(h(s),G)，其中：h

为图嵌入函数，G 为该问题的图表示，c 为代价函数．除此以外，在神经网络中使用了图嵌入网络进行了编码

工作，DQN 作为网络参数更新的强化学习算法．

受到 Bello 等[55]的启发，Nazari 等[57]使用强化学习求解了旅行商问题的一种延续问题――车辆路径问

题．Bello等[55]提出的方法不能直接应用于解决车辆路径问题，因为它具有动态性质，即一旦节点被访问，该节

点的需求就会变成零，因为它嵌入了输入的顺序和静态性质．Nazari 等[57]扩展了以前用于解决 TSP 的方法来

规避这个问题，并找到了车辆路径问题及其随机变体的解决方案．其状态设置为一个包含两元素的向量，其中

一个值为当前时刻的位置坐标，另一个值为当前时刻的任务需求．动作设置为选定下一个将要去的节点．奖励

则与旅行商问题中使用的奖励类似，它是负的总路线长度，只有在所有客户的需求得到满足后才会给智能体．

除此以外，编码器被简化，用 1-d 卷积嵌入层取代长短时记忆单元，使模型对输入序列的顺序不变，从而能够

处理动态状态变化．然后，通过使用 REINFORCE 算法进行策略学习，而对于随机的车辆路径问题，则使用

A3C 算法进行训练．



136 新疆大学学报（自然科学版）（中英文） 2023年

与 Nazari 等[57]的工作类似，Deudon 等[58]采用了相同的方法，但改变了编码器和解码器的网络结构．其图

神经网络的编码器架构不包括长短时记忆单元，而是完全基于注意力机制，因此输入被编码为一个集合而不是

一个序列．解码网络仍然使用指针网络．此外，作者还研究了将强化学习智能体提供的解决方案与 2-Opt 启发

式方法相结合，以进一步改善得到的结果．带有批评基线的 REINFORCE 算法被用来更新所描述的编码解码

器的网络参数．

Kool 等[59]提出了一种构造启发式学习方法，以解决旅行商问题和车辆路径问题的两种变体．其编码器使

用了一种类似于 Transformer 的基于注意力的编码器，而解码器则与指针网络相类似．

Liu 等[60]提出了一种改进的强化突变遗传算法，命名为 RMGA，用于解决 TSP．RMGA 的核心在于使用

异构配对选择 EAX 中的随机配对选择和强化突变算子（RLM）的构造，方法是修改 Q 学习算法并将其应用于

修改后生成的个体 EAX．TSP 中对小型和大型 TSP 实例的实验结果表明，RMGA 几乎每次都能在合理的时

间内获得最佳游览，在解决方案质量和运行时间方面优于已知的 EAX-GA 和 LKH．

Cappart 等[61]的工作结合了两种解决带时间窗口的旅行商问题的方法，即强化学习方法和约束编程方法，

以便学习分支策略．为了对组合优化问题进行编码，作者提出了一个动态编程公式，作为两种技术之间的桥梁．

其状态 s 是由三种元素组成的向量，包括仍需访问的剩余城市集、已访问的最后一个城市以及当前时间．其动

作为选择一个相应的城市．奖励为两个城市花费时间的负相关．然后，这个马尔可夫决策过程可以转化为一个

动态编程模型．通过 DQN 和 PPO 算法进行训练．

Drori 等[62]的工作与之前的工作不同，他们的方法针对特殊的问题给出解决方案．相比之下，这项工作为

无模型强化学习提供了一个通用框架，使用图神经网络表示，通过改变奖励来适应不同的问题类别．这个框架

通过使用边缘到顶点的线图来模拟问题，并将其制定为一个单人游戏框架．将策略表示为具有基于注意力的解

码器的图嵌入网络编码器，在树形搜索过程中训练学习．

Xu 等[63]考虑到现有的强化学习模型都是简单地聚合节点嵌入来生成前后关联的嵌入，而没有考虑到动态

的网络结构，使得它们不能对动态的状态转换和行动选择进行建模．其开发了一个新的基于注意力的强化学习

模型，通过批量归一化重排和门聚合提供增强的节点嵌入，以及通过对多个关系结构的注意力聚合模块提供动

态感知的嵌入．通过实验表明，其设计的模型不仅优于基于学习的基线，而且解决问题的速度也比传统基线快

很多．此外，在评估大规模问题以及不同数据分布的问题时显示出更好的通用性．

Zhang 等[64]通过结合熵正则化最优传输技术与强化学习算法以解决旅行商问题，其将熵正则化技术整合

为编码器网络的一个层，并构建为一个能够在没有监督和推论的情况下学习的模型，其速度明显快于目前的自

回归方法．通过实验评估了在深度学习模型中包含最优传输算法的优势．旅行商问题总结见表 1．

表 1 强化学习求解旅行商问题总结

作者 编码器 强化学习算法

Bello 等[55] 指针网络 REINFORCE with baseline

Dai 等[56] 图嵌入网络 DQN

Nazari 等[57] 带有卷积的指针网络 REINFORCE

Deudon 等[58] 带有注意力机制的指针网络 REINFORCE with baseline

Kool 等[59] 带有注意力机制的指针网络 REINFORCE with baseline

Liu 等[60] 前馈神经网络 DQN

Cappart 等[61] 图注意力网络 DQN

Drori 等[62] 带有注意力机制的图嵌入网络 MCTS

Xu 等[63] 多重注意力机制的神经网络 Policy Gradient

Zhang 等[64] 多头注意力机制的神经网络 REINFORCE

2.2 最大剪问题

Dai 等[56]首次将强化学习应用于求解最大剪问题，提出了通过结合图嵌入和 Q-learning 来构造启发式的

原则性方法，他们将该问题表述为马尔可夫决策过程，其中状态空间 s 被定义为问题的部分解决方案，即添

加到图中的所有节点的子集，该子集能使最大切口最大化．动作空间为一组不在当前状态下的节点．转移函数
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T (st+1|st,at) 是确定性的，对应于用特征 xv = 1 标记最后选定的节点．奖励的计算方式是立即改变减重，当减

重无法通过进一步的行动得到改善时，该回合就会终止．图嵌入网络被用作状态的编码器．Q-learning 算法的

一个变种被用来学习构建解决方案，该算法在随机生成的图形实例上进行了训练．与常用的启发式解决方案相

比，这种方法实现了更好的近似率以及泛化能力，这一点已经通过在由 50∼100 个节点组成的图上的训练和在

多达 1 000∼1 200 个节点的图上的测试得到了证明，实现了与精确解决方案非常好的近似率．

Barrett 等[65]在 Dai 等[56]的工作基础上，提出 ECO-DQN 算法，在近似率以及泛化方面进行了改进．该算

法保持了原算法的一般框架，但是引入了一些修改．智能体被允许从部分构建的解决方案中删除顶点，以更好

地探索解决方案空间．奖励函数也作出改进，以提供一个正常化的增量奖励当找到一个比迄今为止的回合中看

到的更好的解决方案，以及给予较小的奖励当找到一个在回合中尚未看到的局部最优解决方案．此外，对降低

切割值没有添加惩罚措施．状态编码器的输入被修改以适应奖励函数的变化．因为在这种情况下，智能体已经

能够无限期地探索，所以情节长度被设定为 2 |V |．作者允许算法从一个任意的状态开始，这对于将这种方法与
其它方法（例如启发式方法）结合起来是很有效的．该方法显示了比原本算法更好的近似率，以及更好的泛化

能力．

Cappart 等[66]通过将强化学习纳入决策图框架来学习启发式，设计了解决最大切割问题的联合方法．强化

学习的整合允许通过学习变量排序的启发式方法以向决策图提供更严格的目标函数界限的解决方案．状态空间

s 被表示为一组选定变量的有序序列以及部分构建的决策图．动作空间 a 由未被选定的变量组成．转移函数则

将已选用的变量加入已用集合与决策图中．奖励函数旨在缩小决策图的界限，并被编码为变量加入集合以改进

相对上限和下限．实验表明，他们的方法优于几个排序启发式方法，对较大的图实例有很好的泛化作用，但没

有与其它基于强化学习的方法进行比较．

Tang 等[67]将强化学习框架同切割面方法进行结合，其状态空间包括了原始的线性约束和迄今为止所添加

的切割，动作空间则使用了割平面法，转移函数将所选择的切割添加到问题中，从而形成一个新的状态．奖励

函数被定义为两个连续线性问题解决方案的目标函数之差．策略梯度算法被用来选择新的割平面，并用基于注

意力机制的长短时记忆网络对状态进行编码．该算法使用进化策略对生成的图实例进行了训练，与通常用于选

择割平面的启发式方法相比，其已被证明能够提高切割的效率、完整性差距和概括性．

Gu等[68]使用了带有指针网络的 Actor-Critic 算法迭代构建出了解决方案．状态空间定义为一个对称矩阵，

其值是节点之间的边缘权重．该矩阵以每列的形式作为输入进入到指针网络，由指针网络产生当前时刻的动作，

以指向输入向量的指针形式，加上一个特殊的序列结束符号“EOS”．由此产生的“EOS”符号分隔的节点序列

代表了问题的解决方案，并从中计算出奖励．作者用多达 300 个节点的模拟图进行了实验，并产生了相当好的

近似率，但并没有与以前的工作或已知的启发式方法进行比较．最大剪问题总结见表 2．

表 2 强化学习求解最大剪问题总结

作者 编码器 强化学习算法

Dai 等[56] 图嵌入网络 DQN

Barrett 等[65] 图嵌入网络 DQN

Cappart 等[66] 图嵌入网络 DQN

Tang 等[67] 带有注意力机制的长短时记忆网络 Policy Gradient + ES

Gu 等[68] 指针网络 A3C

2.3 装箱问题

Zhao 等[69]解决的是一个具有挑战性但实际有用的三维垃圾箱包装问题（3D-BPP）的变体．智能体对要装

入一个仓的物品的信息有限，而且一个物品必须在到达后立即被装入，不需要缓冲或重新调整．物品的摆放也

受制于顺序依赖和物理稳定性．其将此在线 3D-BPP 表述为一个受限的马尔可夫决策过程（CMDP）．为了解

决这个问题，提出了一个有效的、易于实施的、在行为人批判框架下的约束性深度强化学习方法．特别是，引

入了一个预测和投射方案．代理人首先预测安置行动的可行性掩码，作为一项辅助任务，然后使用掩码来调节

训练期间演员输出的行动概率．这样的监督和投射有利于智能体有效地学习可行的政策．方法可以很容易地扩

展到处理超前物品、多仓包装和物品重新定位．
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Duan 等[70]试图解决上述中方法的局限性，具体来说，作者提出构建一个端到端的通道，通过使用注意力

机制来选择一个物品、方向和位置坐标．其状态空间包括物品是否被包装的标志位、物品的尺寸以及相对箱子

的坐标．动则空间则包括物品的选择、旋转和物品在垃圾箱中的位置．奖励函数是递增的，通过箱中的空闲体

积进行计算，即当前箱子的体积减去包装物品的体积．训练算法选用了 Actor-Critic 算法．与遗传算法和以前

的强化学习方法相比，对于大小不超过 30 个物品的问题，所提出的方法实现了较小的箱体间隙比率．

Jiang 等[71]通过设计端到端的多模态的强化学习

智能体解决了三维装箱问题，通过多模态的处理，将

整体的任务分为三个子任务，包括顺序、方向和位置，

智能体将会按照顺序解决三个子任务．其状态空间由

箱体状态和视图状态构成，箱体状态主要包含了箱体

的相关信息，视图状态则确定了箱体的整体位置，将

表 3 强化学习求解装箱问题总结

作者 编码器 强化学习算法

Zhao 等[69] 前馈神经网络 REINFORCE

Duan 等[70] 注意力机制 Actor-Critic

Jiang 等[71] 卷积神经网络 A2C

原本的三维进行了降维处理．动作空间的输出则是通过解码器直接进行位置选择．在算法选择中，选用了广义

优势估计同 A2C算法进行结合．作者通过设计的多模态强化学习算法，解决了原本只能处理 50个箱体问题的

局限性，使智能体能够解决 100 个箱体及更大的实例．装箱问题总结见表 3．

2.4 最小顶点覆盖问题

Song 等[72]提出了在分类领域得到普及的联合协

同训练方法，以构建顺序性策略．其使用了两种学习

策略：第一种参考了 Dai 等[56]描述的方法，第二种是

表 4 强化学习求解最小顶点覆盖问题总结

作者 编码器 强化学习算法

Song 等[72] 图嵌入网络 DQN + Imitation Learning

通过分支定界法解决的整数线性编程方法．所提出的算法在直觉上类似模仿学习，算法中的两个策略产生出两

个政策，并对其进行估计以找出哪个政策更好，在它们之间交换信息，最后，进行算法更新．所进行的实验中，

列出了与 S2V-DQN、模仿学习和 Gurobi 求解器的比较，并显示在 500 个节点以下的问题上有较小的优化差

距．最小顶点覆盖问题总结见表 4．

2.5 最大独立集问题

Cappart等[66]首先使用强化学习解决了最大独立

集问题．通过强化学习算法寻找决策图中变量的最佳

排序，以缩小该问题中的松弛边界．具体的实施方法

与 2.2 节中相同．Alipour 等[73]提出了一种多智能体

强化学习方法以解决最大独立集问题，该方法中，每

表 5 强化学习求解最大独立集问题总结

作者 编码器 强化学习算法

Cappart 等[66] 图嵌入网络 DQN

Alipour 等[73] 前馈神经网络 MARL

个智能体试图自主解决最大独立集问题，并使用强化学习改善其局部行为，通过分享成功的结果直接与其它智

能体进行交流．同时，2-1局部搜索被用于进一步改进每一步的解决方案．实验在多组实例上进行测试，结果表

明所提方法能够竞争甚至超过一些最先进的算法．最大独立集问题总结见表 5．

3 结论与展望

前面几节已经介绍了利用强化学习算法解决典型组合优化问题的几种方法．由于这个领域已经证明了能够

与最先进的启发式方法和求解器相媲美的性能，我们期望在以下方向继续深入研究．

1）扩大组合优化问题的求解范围．当前的主要问题之一在于求解问题所作的实验对比的数量有限．实际的

组合优化问题所涉及到的数学问题非常庞大，而目前的方法往往需要针对一组具体的问题来实施．尽管强化学

习算法能够将学到的策略应用到未训练过的问题上，但是这些问题往往是同一问题的较小实例，或者具有不同

分布的问题实例，甚至是来自另一组组合优化问题的实例．如何能够从当前已经训练好的算法出发，解决更多

类型的组合优化问题是一个很好的方向．

2）提高算法求解质量．本文所介绍的许多研究工作，与商业求解器相比，表现出了卓越的性能，其中一些

还实现了与最佳解决方案或启发式算法实现的解决方案的求解质量相等．然而，这些结果在更加复杂的组合优

化问题中往往表现欠佳，因此，将经典的组合优化算法与强化学习方法进行结合是很好的发展方向．

3）从算法模型上进行改进．目前的研究中，许多优化模型是以端到端的方法进行求解，其解的质量较差，
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大部分文献都需要进一步通过波束搜索、局部搜索、采样策略等方式进一步提升解的质量，这说明当前的模型

仍然有很大的提升空间，未来需要进一步对求解组合优化问题的深度神经网络模型进行研究．
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